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Resumo.A tecnologia avança de forma acelerada, e a engenharia deve acompanhar este 

desenvolvimento. Os problemas de condução e geração de calor são de suma importância 

quando se trata de grandes estruturas de concreto, designado assim concreto massa. Esse tipo 

de construção é utilizado em barragens, grandes fundações, pontes ou qualquer obra que 

utilize grande volume de concreto. Sabe-se que a análise experimental para este tipo de 

estrutura seria desejável, mas requer elevado custo financeiro, uma vez que se trata de alto 

consumo de cimento, agregados, entre outros componentes. A fim de evitar despesas, é possível 

utilizar um programa que simule as estruturas a serem construídas e até mesmo a forma de 

construção utilizada, com todos os passos e etapas a serem desenvolvidos. O Ansys é um 

exemplo de software baseado no método dos elementos finitos e que permite a construção de 

modelos representativos, que podem fornecer resultados confiáveis sem a necessidade de 

análise experimental. No entanto, sem a análise experimental torna-se indispensável alguma 

outra via independente que certifique ao analista que a ferramenta numérica esteja sendo 

utilizada corretamente. Nesse sentido, as soluções analíticas trazem alternativas simples que 

permitem a qualificação do programa utilizado. Assim, este trabalho mostra uma comparação 

entre os resultados do Ansys com soluções analíticas, obtidas especialmente para os casos 

mailto:fmpgomes@furnas.com.br
mailto:jhenriquerego@ig.com.br


Uma análise comparative analítico-numérica dosefeitos térmicos em concreto massa para geometrias simples 

CILAMCE 2014 

Proceedings of the XXXV Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering 

Evandro Parente Jr (Editor), ABMEC, Fortaleza, CE, Brazil, November 23-26, 2014 

expostos neste artigo apresentam uma boa concordância entre si para os casos 2D e 3D 

estudados. 

Palavras-chave: Concreto Massa, Análise Analítica, Ansys. 

1  INTRODUÇÃO 

A engenharia é uma área ampla, na qual é possível verificar uma diversidade de problemas, 

sejam estes, simples ou complexos. Com a evolução da tecnologia, soluções são obtidas de 

forma mais fácil e rápida com a utilização de alguns programas computacionais. No entanto, é 

necessário o domínio das ferramentas operacionais antes da utilização, buscando assim, 

resultados verídicos, condizentes com a realidade. Com o uso destes recursos pode-se também 

eliminar ou minimizar o uso de experimentos em algumas situações, que, na maioria das vezes, 

são onerosos e requerem um elevado tempo de análise. 

Em construções de grande porte, um grande problema é devido a variações térmicas que 

levam, muitas vezes, a gradientes de temperatura elevados podendo causar danos às estruturas, 

como é o caso das fissurações. Esse gradiente térmico pode ser provocado apenas por efeitos 

externos, temperatura ambiente, condução, convecção, radiação, ou também por fatores 

internos, quando há geração interna de calor, como é o caso do calor de hidratação originado 

no processo de hidratação do cimento. Independente dos meios e fatores que ocorrem, o 

fenômeno da variação do calor é conduzido pela Equação de Fourier, que também pode ser 

reduzida à Equação de Laplace ou à Equação de Poisson, dependendo dos fatores que estão ou 

não influenciando o meio.  

De forma geral, com o uso de equações matemáticas é possível resolver grande parte dos 

problemas de engenharia, porém, algumas condições complicadas impedem este tipo de solução 

manualmente, por ter uma solução analítica de difícil solução. Diante da necessidade de 

resoluções mais rápidas e práticas de equações matemáticas, surgiram programas 

computacionais que visam facilitar a o tratamento analítico e numérico para estes problemas 

existentes não só no campo da engenharia, mas de todas as ciências, como é o caso do Maple. 

O Maple é um programa de Computação Algébrica de uso geral que possui inúmeros 

recursos numéricos e gráficos, além de também funcionar como uma linguagem de 

programação. Ele vem sendo desenvolvido desde 1981 pela Waterloo Maple Inc. para vários 

sistemas operacionais. É possível encontrar soluções exatas para problemas práticos que 

envolvam resolução de equações, derivadas, integrais, cálculo matricial, etc., tudo isso 

integrado a recursos que permitem visualização de dados ou objetos planos ou tridimensionais 

(Andrade, 2003). 

Existem também os programas que utilizam o Método dos Elementos Finitos (MEF) na 

busca de soluções, com os quais é possível visualizar os efeitos das ações que atuam em uma 

estrutura. Com a interface gráfica, modelos das formas reais são feitos e analisados em um 

tempo curto, facilitando as análises, construção, e soluções de possíveis problemas. O Ansys, é 

um exemplo de programa que utiliza o MEF. 

Os efeitos térmicos em estruturas de concreto massa são estudados por alguns autores 

utilizando dados experimentais e  não equações analíticas, assim como pode ser visto estruturas 

mais complexas. Resultados desse tipo podem ser vistos em  Krüger (2001), Silva (2003), 

Azenha (2004), Santos (2004), Kavamura (2005), Gomes (2011), Coelho et al. (2012), Coelho 

(2012), Coelho et al. (2013), entre outros.      
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Visando encontrar sempre resultados confiáveis, foi realizada uma análise analítica-

numérica de alguns problemas simples que envolvem a equação do calor, fazendo uma 

comparação entre os resultados analíticos e numéricos para estes problemas. Para isto, foram 

utilizadas soluções analíticas feitas manualmente e com a ajuda do Maple e do Excel em 

comparação com os resultados obtidos no Ansys. Com o Ansys, as soluções são mostradas 

utilizando-se o APDL e o Workbench, que mostram resultados em 2D e 3D, respectivamente. 

Nota-se que os resultados do software comercial e os resultados analíticos são compatíveis, o 

que mostra um domínio por parte dos operadores das ferramentas utilizadas. 

2  EQUAÇÃO DO CALOR 

Conforme mostrado por Coelho, et all, (2013), deduzido com base em Azenha (2009) e 

Rao (1999). 

A equação de taxa de condução em sólidos é conhecida como a Lei de Fourier, e é expresso 

por uma dimensão como a Eq. 1. 

𝑞𝑥 = −𝑘𝐴
𝜕𝑇

𝜕𝑥
         (1) 

Onde: 

𝑞𝑥é o fluxo de calor (W) através de uma área 𝐴 (m2); 

𝑘é a condutividade térmica (
𝑊

𝑚𝐾
); 

 T é a temperatura (K);  

x é a coordenada espacial (m). 

 

A equação de equilíbrio de energias em coordenadas cartesianas pode ser mostrado com 

relação a um volume infinitesimal elementar de matéria como representado na Fig. 1. 

 

Figura 1 – Volume infinitesimal elementar de matéria. 

Na presença de gradientes de temperatura haverá condução de calor através das faces da 

partícula infinitesimal, em direções perpendiculares às correspondentes superfícies. Nas três 
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das faces da partícula os fluxos de calor podem ser identificados por qx, qy e qz. Nas faces 

opostas, os fluxos de calor podem ser representados em expansão de série de Taylor (ignorando 

termos de ordem superior): 

𝑞𝑥+𝜕𝑥 = 𝑞𝑥 +
𝜕𝑞𝑥

𝜕𝑥
𝜕𝑥𝑞𝑦+𝜕𝑦 = 𝑞𝑦 +

𝜕𝑞𝑦

𝜕𝑦
𝜕𝑦𝑞𝑧+𝜕𝑧 = 𝑞𝑧 +

𝜕𝑞𝑧

𝜕𝑧
𝜕𝑧 (2) 

A equação do balanço energético com base na Fig. 1 é: 

 

 

 

        +           =           + 

 

 

Ou ainda: 

𝐸𝑖𝑛
̇ + 𝐸�̇� = 𝐸𝑜𝑢𝑡

̇ + 𝐸𝑠𝑡
̇         (3) 

Denotando por �̇� (
𝑊

𝑚3), a taxa de geração de calor interno (devido à hidratação do cimento) 

por unidade de volume, a taxa de geração de energia no interior do volume é expresso por: 

𝐸�̇� = �̇�𝜕𝑥𝜕𝑦𝜕𝑧          (4) 

A taxa de acumulação de energia no interior do volume, 𝐸𝑠𝑡
̇ (𝑊), pode ser expressa como 

uma função da derivada da temperatura em relação ao tempo 
𝜕𝑇

𝜕𝑡
, do calor específico do material 

c (
𝐽

𝑘𝑔
𝐾) e da massa específica ρ (

𝑘𝑔

𝑚3): 

𝐸�̇� = 𝜌𝑐
𝜕𝑇

𝜕𝑡
𝜕𝑥𝜕𝑦𝜕𝑧         (5)

  

Introduzindo os fluxos de energia ilustrados na Fig. 1, e fazendo o tratamento matematico 

das equações, chega-se a: 

𝑘 (
𝜕2𝑇

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑇

𝜕𝑦2 +
𝜕2𝑇

𝜕𝑧2) + �̇� = 𝜌𝑐
𝜕𝑇

𝜕𝑡
       (6)

  

Ou: 

𝑘∇𝑇2 + �̇� = 𝜌𝑐
𝜕𝑇

𝜕𝑡
         (7)

  

AEq.7 é a equação diferencial que rege a condução de calor de um corpo sólido. Esta 

também pode ser escrita como: 

∇𝑇2 +
�̇�

𝑘
=

1

𝛼

𝜕𝑇

𝜕𝑡
          (8)

  

Calor que 

entra durante 

o tempo dt 

Calor gerado 

durante o 

tempo dt 

Calor que sai 

durante o 

tempo dt 

Armazenamento de 

energia interna 

durante o tempo dt 



N. A. Coelho, F. M. P. Gomes, L. J. Pedroso, J. H. S. Rêgo 

CILAMCE 2014 

Proceedings of the XXXV Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering 

Evandro Parente Jr (Editor), ABMEC, Fortaleza, CE, Brazil, November 23-26, 2014 

Em que 𝛼 =
𝑘

𝜌𝑐
, que é chamado termo de difusividade. AEq.8 representa a transferência de 

calor num corpo isotrópico, ou seja, com propriedades materiais uniformes. Se não houver 

geração de calor interna a Eq. 8 se reduz à Eq. 9, chamada Equação de Fourier. 

∇𝑇2 =
1

𝛼

𝜕𝑇

𝜕𝑡
          (9)

  

Se o corpo está em estado estacionário com geração de calor interna, a Eq. 8 torna-se a Eq. 

10, ou Equação de Poisson. 

∇𝑇2 +
�̇�

𝑘
= 0            (10)

  

Se o corpo está em estado estacionário sem geração de calor interna, a Eq. 8 torna-se a Eq. 

11, ou Equação de Laplace. 

∇𝑇2 = 0           (11)

  

3  PROGRAMAS COMPUTACIONAIS 

Atualmente problemas complexos de engenharia são analisados utilizando-se simulação 

computacional que envolve uma forte combinação de computação gráfica e métodos 

numéricos. Pelo fato dos computadores serem mais acessíveis atualmente, a simulação 

computacional está fortemente presente em todos os ramos da engenharia (Silva e Buioche, 

2011). Problemas de transferência de calor é um exemplo aonde métodos numéricos vêm sendo 

aplicados há muito tempo. No entanto, soluções analíticas são obtidas apenas para problemas 

simples, como, por exemplo, o fluxo de calor num domínio unidimensional.  

Como relatado anteriormente, para realização deste trabalho foram utilizados os programas 

Excel 13.0, Maple 13.0 e o Ansys 14.0.  

O Maple é um programa projetado para uso interativo. Os comandos e as instruções usadas 

individualmente a partir da linha de comando podem programados através de laços para facilitar 

os cálculos repetitivos, podendo também fornecer novos comandos. É uma ferramenta para 

solução de equações matemáticas desde as mais simples as mais complexas. É perceptível que 

o tempo e as análises são mais rápidas e é possível visualizar os gráficos que mostram o 

comportamento das equações estudadas. 

O Ansys é um programas que utiliza o MEF, o domínio é subdividido em pequenas regiões 

discretas, conhecidas como elementos finitos. Estes elementos são definidos pela geometria, 

por nós e funções de interpolação. As equações são escritas para cada elemento, estes elementos 

são montados e geram uma matriz global. Carregamentos e restrições são aplicados e a solução 

é então determinada (Ansys, 2004). 

Oobjetivo de uma análise de elementos finitos é simular matematicamente o 

comportamento de um problema real. Isto é possível a partir da criação de um modelo que 

represente a situação a ser estudada. Este modelo dispõe de todos os nós, elementos, 

propriedades dos materiais, constantes reais, condições de limite e outras características que 

são utilizados para representar o sistema físico. 
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O Ansys apresenta duas versões, ou melhor, duas formas de modelagem, o APDL, em que 

o usuário gera o código computacional, escolhendo elementos, malha, entre outros, e a versão 

Workbench, no qual é possível também fazer o processo de escolha de malhas, elementos, mas 

não é necessário, pois a partir da análise escolhida, automaticamente, já é feita a escolha de 

elementos, por exemplo, assim a análise pode ser obtida ainda mais rapidamente. 

Para a análise dos efeitos térmicos nas estruturas analisadas com o Ansys APDL o elemento 

utilizado foi o PLANE55, que tem capacidade de condução térmica em duas dimensões, 2D. O 

elemento tem quatro nós e um único grau de liberdade em cada nó, a temperatura. O elemento 

é mostrado na Fig.2 (biblioteca do Ansys). 

 

Figura 2- Geometria do elemento PLANE55 (biblioteca do Ansys). 

 

Um outro elemento que poderia ser usado seria o elemento PLANE 77, também para 

análises térmicas em duas dimensões. Apresenta um grau de liberdade, a temperatura e oito 

nós, adequado para desenhar fronteiras curvas. 

4  RESULTADOS 

As análises equacionais desenvolvidas nessa seção foram baseadas em Hetnarski & Eslami 

(2009), Coelho e Pedroso (2013), Kreysing (2006), Haberman (1987) e Incropera (2008). 

Sendo a equação do calor é definida como: 

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2 𝑘𝑥 +
𝜕2𝑇

𝜕𝑦2 𝑘𝑦 +
𝜕2𝑇

𝜕𝑧2 𝑘𝑧 = −�̇� + 𝜌𝑐
𝜕𝑇

𝜕𝑡
       (12) 

Em que: 

T = temperatura absoluta; 

kx, ky,kz = condutividade térmica nas direções de x, y, z; 

ρ = massa específica; 

c = calor específico. 

 

4.1 Problema estático unidirecional 

Para um fluxo unidirecional,adota-se kx = k,e tem-se a equação: 

𝝏𝟐𝑻

𝝏𝒙𝟐 = −
𝒒

𝒌

̇
           (13) 

Integrando duas vezes: 
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𝑇 = − ∫ (
𝑞

𝑘

̇ 𝑑𝑥) 𝑑𝑥 + 𝐶1𝑥 + 𝐶2        (14) 

Em que C1 eC2 são as constantes de integração. 

Dada a placa mostrada na Fig. 3, de comprimento L, sem geração de calor, separando dois 

líquidos a temperaturas T1 eT2, com condições de contorno T(0) = T1 e T(L) = T2. Tem-se: 

 

Figura 3 – Plano da placa. 

𝝏𝟐𝑻

𝝏𝒙𝟐 = 𝟎          (15) 

Integrando duas vezes:  

𝑻 = 𝑪𝟏𝒙 + 𝑪𝟐          (16) 

Aplicando-se as condições de contorno: 

𝑪𝟐 = 𝑻𝟏𝑪𝟏 =  
𝑻𝟐−𝑻𝟏

𝑳
         (17) 

Assim: 

𝑻 =
𝑻𝟐−𝑻𝟏

𝑳
𝒙 + 𝑻𝟏         

 (18) 

Considerando-se a placa com L = 1 m (um metro) de comprimento, é realizada a análise 

térmica estática unidimensional, ou seja, independentemente do tempo e apenas na direção de 

x. Dessa forma, os resultados do programa computacional, oAnsys, são mostrados na Fig. 4, 

com o APDL, e na Fig. 5, com o Workbench, e comparados com os resultados analíticos pela 

Fig. 6. 

É perceptível que os resultados do AnsysAPDL e do AnsysWorkbench são iguais e os 

valores numéricos são idênticos aos resultados obtidos analiticamente. Isso demonstra uma 

perfeita utilização dos programas utilizados, garantindo a eficiência dos resultados. 
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Figura 4 – Resultados do AnsysAPDL para barra unidimensional. 

 

 

 

 

Figura 5 – Resultados do AnsysWorkbench para barra unidimensional. 
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Figura 6 – Comparação entre resultados analíticos e numéricos para uma barra estática. 

 

4.2 Problema unidirectional transiente 

Para a mesma placa estudada no item 4.1, foi realizada a análise de forma transiente, ou 

seja, com a temperatura variando no tempo. A análise foi feita no meio da barra, a 0.5 m, para 

um intervalo de tempo de dois dias. Os resultados são mostrados para diferentes intervalos de 

tempo no mesmo ponto, como mostram as Fig. 7 e 8. 

Neste caso, há o deslocamento da temperature de equilibrio do corpo. Assim após o 

tratamento matemático, a temperatura do corpo é dada pela seguinte equação: 

𝑇(𝑥, 𝑦) = 𝑇𝐸(𝑥) + ∑ 𝑎𝑛 sin
𝑛𝜋𝑥

𝐿
𝑒−ℎ2(

𝑛𝜋

𝐿
)

2
𝑡∞

𝑛=1         (19) 

Para esta análise foram utilizadas também as seguintes propriedades:  

 Condutividade térmica → k = 1,79 W/m.ºC; 

 Calor específico → c = 1000 J/g.ºC; 

 Massa específica →  = 2300 kg/m³;  
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Figura 7 – Análise transiente para a placa no AnsysAPDL. 

 

 

Figura 8 – Análise transiente para a placa no AnsysWorkbench. 



N. A. Coelho, F. M. P. Gomes, L. J. Pedroso, J. H. S. Rêgo 

CILAMCE 2014 

Proceedings of the XXXV Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering 

Evandro Parente Jr (Editor), ABMEC, Fortaleza, CE, Brazil, November 23-26, 2014 

 

Figura 9 – Comparação entre os resultados númericos e analíticos. 

 

4.3 Problema estático bidimensional 

A terceira situação estudada é a Equação de Laplace, sem análise transiente, 

independentemente do tempo, em duas direções. Neste caso, a avaliação é em termos dos eixos 

cartesianos x e y, e não mais em uma única direção como nos casos anteriores. 

Para a equação de Laplace, o problema foi resolvido com as seguintes condições iniciais e 

de contorno: 

O problema é dado por: 

𝜕2𝑇4

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑇4

𝜕𝑦2 = 0           (20) 

𝐶𝐶: {

𝑇4(𝐿, 𝑦) = 0

𝑇4(𝑥, 0) = 0

𝑇4(𝑥, 𝐻) = 0

⩝ 𝑡         (21) 

𝐶𝐼: {𝑇4(0, 𝑦) = 𝑔1(𝑦)  

Assim, a solução geral para a Eq. 20, neste caso, pode ser composta pela série de Fourier 

mostrada na Eq. 22: 

𝑇4(𝑥, 𝑦) = ∑ 𝐴𝑛 [sin
𝑛𝜋

𝐻
𝑦] [senh

𝑛𝜋

𝐻
(𝑥 − 𝐿)]∞

𝑛=1      (22) 

Em que:  

𝐴𝑛 =
2

𝐻[sinh
𝑛𝜋

𝐻
(−𝐿)]

∫ 𝑔1(𝑦) [senh
𝑛𝜋

𝐻
𝑦]

𝐻

0
𝑑𝑦       (23) 

Foi modelado um bloco de dimensões 1,0 m x 1,0 m e analisados os pontos em x = 0,5 m 

para diferentes valores de y. A Fig. 10 apresenta os resultados para o AnsysAPDL e a Fig. 11 

para o AnsysWorkbench. Na Fig. 12 há a comparação entre os resultados analiticos e numericos 

graficamente. Observa-se que há exatidão nos resultados, ou seja,ambos são equivalentes. 

Logo, tem-se: 

0

20

40

60

80

100

0 10 20 30 40 50

Te
m

p
er

at
u

ra
 (

°C
)

Tempo (h)

Barra Transiente para x = 0,5 m

Ansys

Analítico



Uma análise comparative analítico-numérica dosefeitos térmicos em concreto massa para geometrias simples 

CILAMCE 2014 

Proceedings of the XXXV Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering 

Evandro Parente Jr (Editor), ABMEC, Fortaleza, CE, Brazil, November 23-26, 2014 

 

Figura 10 – Problema bidimensional resolvido no AnsysAPDL. 

 

 

 

Figura 11 – Problema bidimensional resolvido no Ansys APDL. 
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Figura 12  - Comparação entre os resultados numéricos e analíticos para o problema 

bidimensional. 

 

5  CONCLUSÕES 

As soluções analíticas nem sempre são possíveis nos problemas de engenharia, portanto, é 

necessário desenvolver métodos para solucionar tais obstáculos. Os programas computacionais 

e os experimentos são formas de se obter respostas em determinadas situações.  Porém, em 

ambos os casos, é indispensável a verificação dos resultados, esta pode ser dada através da 

comparação, seja por trabalhos de outros autores ou mesmo por métodos distintos de solução. 

Buscando resolver problemas mais complexos futuramente, este trabalho mostra a comparação 

de resultados de equações analiticas simples com um programa computacional, o Ansys, nas 

formas APDL e Workbench. As respostas, os gráficos comparativos, mostram que não diferença 

entre os resultados. Dessa forma, pode-se afirmar que a utilização do programa computacional 

é adequado até mesmo em situações mais complexas, pois uma vez comprovada a eficácia em 

situações simples, o mesmo pode ser utilizado também em casos onde não seja possível obter 

soluções analliticamente. Com o domínio da ferramenta, problemas simples e complexos 

podem ser resolvidos de forma rápida e confiavel. 
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