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Introdução O Problema dos Transgênicos

Nos últimos anos temos observado o crescente uso destes organismos na
agricultura. Geneticamente manipulados a fim de desenvolver características
encontradas em outras espécies que lhes confiram resistência a predadores
naturais, tais organismos oferecem uma perspectiva de
aumento imediato da produção.

A variedade de Milho NK 603 da Monsanto estaria ligada uma maior
incidência de câncer em ratos.
Pesquisadores da Unicamp, observaram ao comparar sementes da variedade
de soja natural MSOY 7501 com a variedade geneticamente modificada
MSOY 7575 RR (Roundup Ready) que a MSOY 7575 apresentam teores
mais elevados de cobre e ferro
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O Problema dos Transgênicos

Figura: Milho Transgênico

No Brasil, essa variedade foi liberada para cultivo em 2003, atualmente
corresponde a mais de 90% dos grãos produzidos no país.

Rinaldo Vieira da Silva Junior (UFAL, Campus Arapiraca)A Matemática e o Impacto Ambiental de Transgênicos 5 / 36



O Problema dos Transgênicos

Figura: Milho Transgênico

No Brasil, essa variedade foi liberada para cultivo em 2003, atualmente
corresponde a mais de 90% dos grãos produzidos no país.

Rinaldo Vieira da Silva Junior (UFAL, Campus Arapiraca)A Matemática e o Impacto Ambiental de Transgênicos 5 / 36



O Problema dos Transgênicos

Movimento anti-transgênico é fruto de uma total irracionalidade.
O interesse comercial é a força motriz.

Safra de grãos atual atinge 208,8 milhões de toneladas. A produção de grãos
no Brasil chega a 208,8 milhões de toneladas, batendo novo recorde. O
aumento de 7,9% ou 15,2 milhões de toneladas supera a produção de
2013/14, de 193,62 milhões de toneladas.

Figura: Soja Transgênica
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O Problema dos Transgênicos

Professora denuncia que Congresso Brasileiro de Toxicologia foi dominado pelas
empresas de agrotóxicos. Monsanto, Basf, Bayer, Dow e Syngenta, além da
Andef, tiveram posição privilegiada para defender seus produtos.

(a) Milho (b) Diálogo científico

Figura: Logotipo da Campanha

Pesquisadores pedem diálogo científico sobre transgênicos no Brasil. Cientistas
pedem mais diálogo, e criticam procedimentos adotados pela CTNBio: ”atende
aos interesses do agronegócio e das políticas governamentais voltadas para a
exportação”
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Figura 1: Esquema de modelagem

Figura: Esquema de modelagem
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Trofodinâmica Analítica

Dinâmica populacional a equações de produção entre as espécies e dos
produtos gerados por cada uma destas populações.
Primeiro, o impacto de uma plantação de transgênicos sobre uma outra
plantação adjacente da variante natural. Como variantes de uma espécie,
serão competidores puros (competição intra-específica).
Sistemas de Volterra-Hamilton, combinam as equações de dinâmica
populacional com a equação de produção de Volterra.
Combinamos a equação de Gompertz com as interações, proporcionando uma
nova taxa de crescimento.Devido a competição, temos uma redução na taxa.
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Trofodinâmica Analítica

Se as duas populações N1 e N2 interagem, competindo por recursos, e disputando
o mesmo espaço físico, adotamos, neste caso, o modelo competitivo de
Gause-Witt,

dN i

dt
= 𝜆iN i

(︂
1 − N i

Ki
− 𝛿i

N j

Ki

)︂
(1)

com i , j = 1, 2, onde 𝜆i , Ki , 𝛿i (coeficiente de interação) são todos positivos.

Associamos N1 a população de plantas naturais, N2 a população de plantas
transgênicas.
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Trofodinâmica Analítica

Pensando em estimar a produção final a partir da biomassa da espécie, num
tempo finito, neste caso, plantio e colheita(aprox. 1 ano), temos que o
crescimento orgânico é dado pela equação de Gompertz.

m(t) = a · e−c·e−𝜆t
(2)

Tomando o ln de (2), obtém-se

x = ln(m(t)) = ln a − c · e−𝜆t , (3)

a qual satisfaz a EDO de Gompertz

d2x
dt2 + 𝜆

dx
dt

= 0 (4)

com condições iniciais x(0) > 0 e
dx
dt

|t=0 > 0.
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Sistema de Volterra-Hamilton

O modelo utilizado para T.A. será uma combinação das equações de
dinâmica populacional com as equações de interação [4].

Considere o sistema dado por⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
dx i

dt
= k(i)N i , (equações de produção )

dN i

dt
= −𝜆iN i + G i

jk N j Nk , (equações ecológicas)

(5)

com i , j , k = 1, ..., n.

Os coeficientes G i
jk representam as interações entre as populações. Quando

os G i
jk são constantes, representam interações ecológicas clássicas.
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Trofodinâmica Analítica

Seja (x i , N i ) coordenadas naturais no fibrado tangente. Considere o
sistema de EDO’s de segunda ordem⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

dx i

dt
= k(i)N i , (sem soma)

dN i

dt
= −Γi

jkN jNk + r i
j N

j + e i ,

(6)

As coord. x i são as var. de produção de Volterra, enquanto a segunda
parte do sist. é uma descrição de como as diferentes populações N i ≥ 0
crescem (r i

j ), interagem (Γi
jk) e reagem (e i ) a influências externas.

Os coeficientes dependem de x i , N i , t; as n3 funções Γi
jk são homogêneas

de grau zero em N i ; e assumimos condições iniciais suaves x i
0, N i

0, t0.
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Produtividade líquida

Uma medida mais útil da produtividade é a produtividade líquida do
ecossistema, de Whittaker, que, expressa para populações modulares, é dy i

dt
definida por [3]

dx i

dt
= R i

o + k(i)
dy i

dt
= k(i) N i , (7)

onde R i
o é a i−ésima taxa de respiração, reparo e manutenção, assumida como

constante.

Quando N i se aproxima de um ponto de equilíbrio estável N i
* em (6) a

produtividade líquida do ecossistema tende a zero.
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Equações da Produtividade líquida

Substituindo (7) em (6) leva a equações para a produtividade líquida do
ecossistema, o que estima a produção final de maneira mais realista

d2y i

dt2 + Γi
jk

dy j

dt
dyk

dt
+
(︀
2Γi

jkNk
* − 𝜆𝛿i

j
)︀ dy j

dt
= 0, (8)

onde assumimos r i
j = 𝜆𝛿i

j , 𝜆 > 0 e ki = 1.

Obtemos taxas de crescimento líquidas r̃ i
j como os coeficientes do termo

linear, r̃ i
j = 2Γi

jkNk
* − 𝜆𝛿i

j .
A proposta feita por Whittaker generaliza o conceito de crescimento orgânico
de Gompertz. A taxa de crescimento líquida surge devido a conjugação das
interações ecológicas dadas por Γi

jk com a

equação de produção líquida de Whittaker dada por (7).
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Parâmetros Agrupados

Seja Ω ⊂ Rm, m ≥ 1, um domínio limitado com fronteira suave, 𝜕Ω. Para (x , t) em
Ω× R+, consideramos o seguinte sistema de equações difusão–reação–transporte [2, 3]
Considere o sistema com dados iniciais

𝜕u
𝜕t

= D∇2u +
m∑︁

j=1

Aj (x , u)
𝜕u
𝜕xj

+ f (u) (9)

onde u = (u1, u2, ..., un), n ≥ 1, D é uma matriz positiva definida constante, e os Aj ’s
são funções contínuas com valores matriciais. Assumimos que (9), assumimos que u
satisfaz a condição inicial

u(x , 0) = u0(x), x ∈ Ω, (10)

e também condições de contorno da forma

P
𝜕u
𝜕n

+ Qu = 0, (x , t) ∈ 𝜕Ω× R. (11)

Rinaldo Vieira da Silva Junior (UFAL, Campus Arapiraca)A Matemática e o Impacto Ambiental de Transgênicos 18 / 36



Parâmetros Agrupados

Teorema
Seja 𝜎 positivo e seja u qualquer solução tal que todos valores de u0 estão em Σ. então

existem constantes ci > 0, i = 1, 2, 3, 4 tais que

‖∇x u(., t)‖L2(Ω) ≤ c1e−𝜎t (12)

‖u(., t)− ū(t)‖L2(Ω) ≤ c2e−𝜎t (13)

onde ū, é a média de u sob Ω, satisfaz o sistema de equações diferenciais ordinárias

dū
dt

= f (ū) + g(t), ū(0) = |Ω|−1
∫︁
Ω

u0(x)dx (14)

onde

|g(t)| ≤ c3e−𝜎t (15)
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O Modelo Difusão–Reação–Transporte

O próximo estágio na Modelagem teoria CHS Conway, Hoff e Smoller usa
coordenadas retangulares X e Y para localizar os campos fechado pelas duas
lavouras, assumimos condição de Neumann (sem fluxo no bordo)⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕tN1 =

difusao⏞  ⏟  
D1ΔX ,Y (N1)+ 𝛽2k𝜕XN1⏟  ⏞  

advecao(transporte)

+

reaçao⏞  ⏟  
𝜆N1 − (𝜆𝛼1 + 𝛽1)(N1)2 − 𝛽2N1N2,

𝜕tN2 = D2ΔX ,Y (N2) + 𝛽1k𝜕XN2 + 𝜆N2 − (𝜆𝛼2 + 𝛽2)(N2)2 − 𝛽1N1N2,
(16)

∆X ,Y é o Laplaciano euclidiano em ambas equações. A competição é induzida
pelo transporte, mas não necessariamente tem os mesmos coeficientes.
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O Modelo Difusão–Reação–Transporte

Estamos assumindo que não temos fluxo atravessando a fronteira, Para

i = 1, 2,
𝜕Ci

𝜕n⃗
= 0 em 𝜕Ω × R+.

q

Y

X

#1 #2 Σ

−→n

−→n

Figura 1: Região Invariante Σ do Modelo

1

Rinaldo Vieira da Silva Junior (UFAL, Campus Arapiraca)A Matemática e o Impacto Ambiental de Transgênicos 21 / 36



O Modelo Difusão–Reação–Transporte

O sistema de D-R-T proposto atingirá, durante um tempo suficientemente longo,
uma solução estável espacialmente homogênea.
Se C i (t) denota a média espacial sobre os campos N i (t) então

dC i

dt
= f i (C 1,C 2) + O(e−𝜎t) (17)

com f i sendo a parte de reação, mas com N i (t) substituído por C i (t). Se 𝜎 é
grande o sistema se reduz ao estudo de uma EDO de primeira ordem,
bi-dimensional, não-linear caracterizando C i (t).
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Parâmetros Agrupados

Usando equações de Produção de Volterra dx i/dt = C i as equações são
convertidas para curvas autoparalelas de uma conexão Wagner, mas não são
geodésicas de uma métrica Finsler( No próximo estágio, tomaremos 𝛽’s= 0).

Teorema
Funcional Custo de produção, F (x ,C ), é constante ao longo das trajetórias de

(17). Isto é, dF/ds = 0, ao longo das soluções, onde

F (x ,C ) = eQ(x) (dx2/ds)1+1/𝜆

(dx1/ds)1/𝜆 , (18)

A taxa de crescimento intrínseco 𝜆 é a mesma para #1 e #2, assim que
ds = e−𝜆tdt leva a reparametrização das curvas de produção por s.

Sem os efeitos do vento, chuva e difusão, o custo F (x ,C ) como está acima,
mas com ambos 𝛽’s iguais a zero.

Q(x) é o potencial de produção
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Parâmetros Agrupados

A constante 𝜎, como está na teoria CHS, é dada por

𝜎 = d .A − M − 2aA1/2, (19)

onde d = min(D1,D2), A é o primeiro autovalor não-nulo de ∆X ,Y , o qual é
bem aproximado por 1/q2, com q sendo o comprimento da diagonal do
quadrado composto de dois campos, M = max(Jf ), o valor máximo do
Jacobiano Jf de f sobre o quadrado, e, finalmente, a = max(𝛽1, 𝛽2).

Se d é grande e a área do quadrado plantado é pequena,
então 𝜎 será grande. Assim a difusão grande sobre área pequena produz

uma convergência rápida do Sistema D–R–T original para as equações (17).
Quanto menores são os 𝛽’s, mais rápida será a convergência, também. Isto
está de acordo com a coexistência das variantes competidores puros.

Rinaldo Vieira da Silva Junior (UFAL, Campus Arapiraca)A Matemática e o Impacto Ambiental de Transgênicos 24 / 36



Parâmetros Agrupados

A constante 𝜎, como está na teoria CHS, é dada por

𝜎 = d .A − M − 2aA1/2, (19)

onde d = min(D1,D2), A é o primeiro autovalor não-nulo de ∆X ,Y , o qual é
bem aproximado por 1/q2, com q sendo o comprimento da diagonal do
quadrado composto de dois campos, M = max(Jf ), o valor máximo do
Jacobiano Jf de f sobre o quadrado, e, finalmente, a = max(𝛽1, 𝛽2).

Se d é grande e a área do quadrado plantado é pequena,
então 𝜎 será grande. Assim a difusão grande sobre área pequena produz

uma convergência rápida do Sistema D–R–T original para as equações (17).
Quanto menores são os 𝛽’s, mais rápida será a convergência, também. Isto
está de acordo com a coexistência das variantes competidores puros.

Rinaldo Vieira da Silva Junior (UFAL, Campus Arapiraca)A Matemática e o Impacto Ambiental de Transgênicos 24 / 36



Solução para o Crescimento Líquido

A solução para (8) para tempo grande é que os termos quadráticos
aproximadamente nulos é dada por

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
y1(t) = A1 − a1

1

𝜆

[︂
1 +

𝛽2

𝛼2
+

𝛽1

𝛼1

]︂
exp

−𝜆2𝛼1𝛼2

(𝜆𝛼1𝛼2 + 𝛽1𝛼2 + 𝛼1𝛽2)
t − a1

2

𝜆
exp(−𝜆t)

y2(t) = A2 − a2
1

𝜆

[︂
1 +

𝛽2

𝛼2
+

𝛽1

𝛼1

]︂
exp

−𝜆2𝛼1𝛼2

(𝜆𝛼1𝛼2 + 𝛽1𝛼2 + 𝛼1𝛽2)
t − a2

2

𝜆
exp(−𝜆t)

(20)
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Solução para o Crescimento Líquido

De fato, C 1 e C 2 são as médias sobres os dois campos. Além disso, após um
certo tempo o crescimento líquido (médio) se torna pequeno de forma que o
termo quadrático de (17) são desprezíveis.
Obtemos uma aproximação linear (média sobre o espaço) para o crescimento
líquido y1(t) dado acima. Analogamente, obtemos resultados semelhantes
para y2(t).

Nesta fase, quase toda energia disponível (custo) vai para reparo e
manutenção.
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Adicionando ruído na dinâmica

A variável C i (t) denota a média espacial sobre os campos N i (t). As equações da
dinâmica que prevalecem após os efeitos de difusão e transporte tem a seguinte
forma ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= C 1

dx2

dt
= C 2

dC 1

dt
= 𝜆C 1 − (𝜆𝛼1 + 𝛽1)(C 1)2 − 𝛽2C 1C 2

dC 2

dt
= 𝜆C 2 − (𝜆𝛼2 + 𝛽2)(C 2)2 − 𝛽1C 1C 2

(21)

onde 𝛽i > 0 são os coeficientes de transporte indicado no modelo.
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Dinâmica Estocástica

Adicionaremos ruído nas equações da dinâmica conforme abaixo,⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1 = C 1 dt + du1

dx2 = C 2 dt + du2

dC 1 = 𝜆C 1 dt − (𝜆𝛼1 + 𝛽1)(C 1)2dt − 𝛽2C 1C 2 dt + a · dv1

dC 2 = 𝜆C 2 dt − (𝜆𝛼2 + 𝛽2)(C 2)2dt − 𝛽1C 1C 2 dt + a · dv2,

(22)

onde u = (u1, u2), v = (v1, v2) são perturbacões independentes e as equações de

produção de Volterra
dx i

dt
= C i serão perturbadas pelo termo dui dado da

seguinte forma
dui = F i

j (x) ∘ dw j (23)

onde w j é um Movimento Browniano canônico em R2.
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Caso 𝜆 >> 1

Tomando a diferença entre o crescimento líquido (20) e o mesmo considerado
sem competição. Faremos 𝛽1 e 𝛽2 pequenos, mas não nulos⎧⎪⎨⎪⎩

ŷ1(t) ≈ A1 − a1
1
𝜆 e−𝜆t − a1

2
𝜆 e−𝜆t ,

ŷ2(t) ≈ A2 − a2
1
𝜆 e−𝜆t − a2

2
𝜆 e−𝜆t .

(24)

Então o efeito da competição entre GM × Natural, por um longo tempo
longo, é ŷ i − y i , ou seja

ŷ i (t) − y i (t) ≈
(︂
𝛽1

𝛼1
+

𝛽2

𝛼2

)︂
e−𝜆2𝛼1𝛼2t/(𝜆𝛼1𝛼2+𝛽1𝛼2+𝛼1𝛽2) (25)

Ambas culturas serão igualmente afetadas, mas a capacidade de suporte do
cultivo GM será maior do que a Natural, e portanto,
esta será mais impactada.
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ŷ i (t) − y i (t) ≈
(︂
𝛽1

𝛼1
+

𝛽2

𝛼2

)︂
e−𝜆2𝛼1𝛼2t/(𝜆𝛼1𝛼2+𝛽1𝛼2+𝛼1𝛽2) (25)

Ambas culturas serão igualmente afetadas, mas a capacidade de suporte do
cultivo GM será maior do que a Natural, e portanto,
esta será mais impactada.

Rinaldo Vieira da Silva Junior (UFAL, Campus Arapiraca)A Matemática e o Impacto Ambiental de Transgênicos 31 / 36



Caso 𝜆 >> 1

Tomando a diferença entre o crescimento líquido (20) e o mesmo considerado
sem competição. Faremos 𝛽1 e 𝛽2 pequenos, mas não nulos⎧⎪⎨⎪⎩
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Caso 𝜆 >> 1

Concluímos que em (25) com 𝜆 >> 1 a taxa no expoente será
aproximadamente 𝜆, e como t é monoticamente crescente, a diferença tende
a zero.
No contexto biológico, o intervalo entre o plantio e a colheita é pequeno, e as
espécies que fazem sentido econômico (mercado) produzem variantes GM
para melhorar a produção tipicamente não possuem caracteristicamente taxa
de crescimento 𝜆 intrínseca alta. Devemos observar diferenças significativas
nesses casos.
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Caso 𝜆 pequeno e/ou 𝛽1 e 𝛽2 são grandes

Se 𝜆 é pequeno e/ou 𝛽i são grandes, então o termo exponencial fica próximo
de 1. Este é o caso de interesse!

ŷ i (t) − y i (t) ≈
(︂
𝛽1

𝛼1
+

𝛽2

𝛼2

)︂
(26)

Note que 𝛼i são o recíproco das capacidades de suporte dos sistema logístico
original, 𝛽i são os coef. interação da j-ésima variante.
A diferença acima é essencialmente determinada pelo coef. de interação
grande (impacto da variante GM sobre a natural) vezes a capacidade de

suporte grande da variante GM 𝛽1 ×
1
𝛼1

.
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A diferença acima é essencialmente determinada pelo coef. de interação
grande (impacto da variante GM sobre a natural) vezes a capacidade de

suporte grande da variante GM 𝛽1 ×
1
𝛼1

.
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