UNIVERSIDADE FEDERAL DO
VALE DO SAO FRANCISCO

UNIVERSIDADE DO FEDERAL DO VALE DO SAO FRANCISCO

MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE
NACIONAL - PROFMAT

EDMILSON SOARES NUNES

UMA PROPOSTA DE ENSINO DE GEOMETRIA ANALITICA NA 32
SERIE DO ENSINO MEDIO COM O USO DO GEOGEBRA

JUAZEIRO - BA
2019



EDMILSON SOARES NUNES

UMA PROPOSTA DE ENSINO DE GEOMETRIA ANALITICA NA 32
SERIE DO ENSINO MEDIO COM O USO DO GEOGEBRA

Trabalho apresentado a Universidade
Federal do Vale do S&o Francisco
UNIVASF, Campus Juazeiro, como requisito
para a obtencdo do titulo de Mestre em
matematica.

Orientador: Prof. Dr. Lino Marcos da Silva

JUAZEIRO - BA
2019



UNIVERSIDADE FEDERAL DO VALE DO SAO FRANCISCO
MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE
NACIONAL - PROFMAT

FOLHA DE APROVAGAO

Edmilson Soares Nunes

UMA PROPOQOSTA DE ENSINO DE GEOMETRIA ANALITICA NA 32
SERIE DO ENSINO MEDIO COM O USO DO GEOGEBRA
Dissertagdo apresentada como
requisito parcial para obtencao do
titulo de Mestre em Matematica,

pela Universidade Federal do Vale
do Sao Francisco.

Aprovada em: 26 de abril de 2019.

Banca Examinadora

m'wo Mraga UEK_. évv-'
Prof. Dr. Lino Marcos da Silva, PROFMAT/UNIVASF

[\h'& MWL /1_( UWLGL E Lo /WLM,,,,
Prof. Dr. Alexandre Ramalho Silva, PROFMAT/UNIVASF

/ //’/
/Z{&m /é’éfix A arlAa .

Prof. Dr. Adson Mota Rocha, CETEC/UFRB




Dedico essa conquista a minha maravilhosa
esposa Jessica Oliveira Nunes Soares pelo
carinho, pelo amor, por estar sempre ao meu lado
me apoiando em todas as minhas decisdes e
paciéncia para aguentar meus longos momentos de
chatice. A minha pequena filha Luna, que me

trouxe inspiracdo desde seu nascimento.



AGRADECIMENTOS

A Deus, por me dar forgas para lutar todos os dias da minha vida.

A meus pais Getulio Nunes de Jesus e Maria Soares de Jesus, por colocar a

educacdo como algo fundamental na minha vida.
A meus irmaos por me apoiarem durante toda a minha jornada estudantil.

Aos meus amigos por compreenderem minhas auséncias, nos momentos de

estudos.

Ao meu professor e orientador Lino Marcos da Silva pela orientacéo, participacéo e

paciéncia na construcéo desse projeto de pesquisa.

A Escola Girassol, nas pessoas de Maria Oliveira Costa (Fundadora), Ménica
Oliveira Costa e Silva, Mary Valda Oliveira Costa (Diretoras), por contribuir para a

realizagédo desse trabalho e no meu crescimento profissional.

Aos meus alunos que sdo peca importante no meu crescimento académico. Em
especial a turma da 32 Série 2018 do Ensino Médio da Escola Girassol, que me

ajudou em varios momentos, inclusive nesse projeto.

A todos os professores do Mestrado Profissional em Matemética (PROFMAT), da
Universidade Federal do Vale do Sdo Francisco, que me proporcionaram momentos

de sabedoria durante todo o curso.

Aos colegas de PROFMAT, em especial a Fredson Valois Coutinho da Rocha, que

se tornou um amigo nessa caminhada pelo conhecimento matematico.

Agradeco a Coordenacdo de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior - Brasil
(CAPES) pela concessao de bolsa durante todo o periodo de realizagcdo deste

mestrado.

“O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenagao de Aperfeicoamento
de Pessoal de Nivel Superior - Brasil (CAPES) - Cadigo de Financiamento 001”



UMA PROPOSTA DE ENSINO DE GEOMETRIA ANALITICA NA 32
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RESUMO

O presente trabalho surgiu por causa da dificuldade do ensino de Geometria
Analitica na cidade de Remanso — BA. A cobranca minima dos conteudos de
geometria analitica pelo Exame Nacional do Ensino Médio, aliado ao grau de
abstracao exigido a essa area do conhecimento matematico fez com que o contetdo
perdesse importancia na grade curricular das escolas. O objetivo do trabalho foi
avaliar o uso do geogebra no inicio de cada aula de geometria analitica, através da
manipulacdo pelos alunos, para s6 depois disso serem construidas as definicdes e
propriedades dos contelddos estudados, realizando a conexdo entre 0s
conhecimentos geométricos e algébricos no ensino das se¢des cdnicas numa turma
da 32 série do Ensino Médio. Para isso foi desenvolvida e aplicada uma sequéncia
didatica utilizando o software geogebra, que une a algebra e a geometria necessaria
para a construcdo de definicbes e propriedades dos objetos geométricos presentes
na geometria analitica. Os resultados indicam que € possivel construir conceitos,
definicbes e propriedades de conteludos de matematica iniciando as aulas
manipulando um software de geometria dindmica; que essa abordagem ajudou a
despertar maior interesse dos alunos pela disciplina e também a desenvolver a

autonomia dos alunos no processo de aquisicdo do conhecimento.

Palavras Chave: Geometria Analitica, Geogebra, Ensino de Matematica, Recursos

Computacionais.



ABSTRACT

The present work arose because of the difficulty of the teaching of Analytical
Geometry in the city of Remanso - BA. The minimum collection of contents of
analytical geometry by the National High School Examination, together with the
degree of abstraction required to this area of mathematical knowledge, made the
content lose importance in the curriculum of the schools. The objective of this work
was to evaluate the use of geogebra at the beginning of each class of analytical
geometry, through manipulation by the students, only after that the definitions and
properties of the studied contents were constructed, making the connection between
geometric and algebraic knowledge in teaching of the conic sections in a 3rd grade
high school class. For this, a didactic sequence was developed and applied using the
geogebra software, which combines the algebra and the geometry necessary for the
construction of definitions and properties of the geometric objects present in the
analytical geometry. The results indicate that it is possible to construct concepts,
definitions and properties of mathematical contents by starting the classes by
manipulating dynamic geometry software; that this approach helped to arouse
students 'greater interest in the subject and also to develop students' autonomy in the
process of knowledge acquisition.

Keywords: Analytical Geometry, Geogebra, Teaching Mathematics, Computational

Resources.



1 INTRODUCAO

Em geral o ensino de um novo conceito matematico exige certo nivel de
compreensao de conceitos prévios por parte dos alunos. E a area de Geometria
Analitica ndo € diferente. Além dos conceitos de algebra, os alunos precisam
compreender conceitos abstratos relacionados ao ponto, a reta e ao plano, para que
possam assimilar outros conteudos mais avancados como, por exemplo, as se¢fes
conicas. Dessa forma, que efeito seria causado na aprendizagem dos alunos ao
iniciar as aulas com a manipulagéo de um software de geometria dindmica para que
os alunos realizem conjecturas sobre as definicbes, conceitos e propriedades sobre

0s conteudos de secdes conicas?

Uma analise feita nas provas do Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM),
referente aos anos de 2011 a 2017 (APENDICE A), apontou que a Geometria
Analitica foi pouco abordada no exame ao longo desses anos. Através de uma
pesquisa realizada com os professores da cidade de Remanso — Bahia notou-se que
a area de Geometria Analitica vem perdendo importancia no ensino das escolas
publicas locais. Mesmo nas escolas particulares que abordam esses conteudos, 0s
professores relataram encontrar alguns obstaculos no ensino e nas tentativas de
torna-lo compreensivel para os alunos, que possuem dificuldade em assimilar uma

area que necessita um pouco mais de abstracao.

Pensando nessa problemética, uma sequéncia didatica envolvendo contetdos
de geometria analitica com o uso do geogebra foi elaborada e aplicada nas aulas de
Matematica numa turma da 32 Série do Ensino Médio, em uma escola privada de
Remanso - Bahia. Tal sequéncia didatica foi desenvolvida considerando as
recomendacdes dos Parametros Curriculares Nacionais (PCN's) que atribui ao
professor o papel de mediador entre o saber matematico e o aluno. Além disso,
considerou-se neste trabalho a concepcédo de matematica como ciéncia que nao
trata de verdades infaliveis e imutaveis, mas como ciéncia dindmica e aberta a

incorporacao de novos conhecimentos (BRASIL, 1998).

De forma geral, pretendeu-se, neste trabalho, investigar as potencialidades do
uso do geogebra no desenvolvimento da conexdo entre o conhecimento geométrico
e 0 conhecimento algébrico, na Geometria Analitica — Sec¢des Cobnicas, abordada

nos anos finais do Ensino Médio, com o uso de softwares de geometria dinamica.



Do ponto de vista especifico, buscou-se estabelecer um panorama atual do
ensino de geometria analitica nas escolas do Ensino Médio da cidade de Remanso e
analisar os impactos produzidos pelo uso do software geogebra no ensino-
aprendizagem dos conteudos de geometria analitica.

A proposta se dedicou em analisar o impacto do uso do geogebra para
introduzir os contetdos de circunferéncia e se¢des conicas, através das conjecturas
feitas pelos alunos na introducéo de cada conteudo. Todas as aulas, da sequéncia
didatica, foram iniciadas com a manipulacdo do aplicativo, onde os alunos
realizaram construcdes e eram faziam conjecturas sobre o que estava sendo
construido. Tais conjecturas eram sobre definicbes, conceitos e propriedades dos
elementos manipulados. Nesse processo o professor funcionava como moderador
entre aluno e o conhecimento matematico, que era consolidado através de

demonstracoes.

De inicio, foram realizadas atividades com o0 passo a passo da manipulacao
do geogebra e sobre os contetdos basicos de geometria analitica: ponto, reta e
plano, distancia entre pontos, distancia entre ponto e reta, circunferéncia, parabola,
elipse e hipérbole. Tais atividades tiveram como objetivo levar o aluno a construir os
conceitos, definicbes e propriedades pertinentes a estes conteudos. Posteriormente,
foram aplicados testes para avaliar o desempenho da turma, verificando se o

método utilizado possibilitou a aprendizagem dos conteddos propostos.

Este trabalho se estrutura da seguinte maneira: a primeira sessao trata de
conceitos, abordagem historica, definicbes e propriedades da geometria analitica; a
segunda sessdo apresenta as ferramentas que compde o software geogebra; a
terceira sessdo é constituida pela metodologia do trabalho; a quarta sessédo expde
os resultados obtidos com a aplicagdo da sequéncia didatica; e por fim séo
apresentadas algumas discussdes e consideragfes finais. Ao final do trabalho h&a
apéndices que foram base para todo o trabalho, como a pesquisa das questdes do
Enem, notas de aula, sequéncia didatica, avaliagbes diagnosticas e questionarios

aplicados aos professores e aos alunos.



2 GEOMETRIA ANALITICA

2.1 ASPECTOS HISTORICOS

A Geometria é a area da matematica que estuda as formas, medida e posicao
de figuras e suas propriedades com o espaco. Por outro lado, a Algebra é a area da
matematica que estuda as equacdes, operacdes matematicas e estruturas
algébricas. Por sua vez, a Geometria Analitica é a area da matematica que une a
geometria e a algebra (DANTE, 2011). Sua criacdo € de autoria de René Descartes
(Figura 1), filosofo, fisico e matemético francés, que a apresentou em La Géométrie
(A Geometria), apéndice de seu tratado O Discurso sobre o Método. Descartes
gueria mostrar na sua obra que um conjunto de termos algébricos (Figura 2)
poderiam ser facilmente interpretados com pontos, retas e segmentos de reta num
plano e dessa forma seria possivel resolver problemas algébricos de forma
geométrica (BOYER, 1974).

Figura 2 - O Discurso
Figura 1 - René Descartes sobre Método”

DISCOVRS

DE LA METHODE
PO\&RUIZ'I‘II‘IK\I E?:\I)Y]’IRF SA RAISON,

ans les Sciences.

T,
au Lioa dOr.

— M. DC. LXVIIL
AVEC PRIVILEGE DV ROX:

Fonte: Site Cultura genial

Fonte: Site Brasil Escola

Uma das partes importantes no estudo de Geometria Analitica sdo as secdes
cbnicas. Estas sdo curvas que podem ser obtidas através de cortes em um cone
duplo, conforme considerado pelo astrbnomo e matematico grego Apolonio de Perga
(Figura 3). Dependendo da maneira que se secciona 0 cone obtém-se uma curva
que pode ser classificada como parabola, elipse, hipérbole ou circunferéncia,

conforme pode ser ilustrado na Figura 4.



10

Figura 2 - Apoldnio de
Perga Figura 1 - Cortes no Cone Duplo

Circunferéncia Parabola Elipse Hipérbole

Fonte: Site Ecalculo Fonte: Site Pensevestibular

As curvas assim obtidas sdo denominadas curvas de segunda ordem ou
segundo grau (TAHAM, 1973), fato que foi demonstrado por Pierre de Fermat
(Figura 5). Ele provou que num sistema de coordenadas, todas as curvas possuiam
a forma algébrica de uma equacdo do segundo grau (DELGADO, 2017). Dessa
forma, hoje as conicas sdo estudadas num sistema de coordenadas no plano de
eixos coordenados ortogonais, mais conhecido como plano cartesiano, em

homenagem a René Descartes.

Figura 3 - Pierre de Fermat

Fonte: Site Impa

3 O ENSINO DE GEOMETRIA ANALITICA COM O GEOGEBRA

Com relacdo ao ensino da geometria analitica nas escolas da educacao
bésica, parece que este ndo acompanha a evolucdo do mundo digital que vem
evoluindo cada vez mais rapido. E com ele vém as tecnologias da informagdo. Com
isso sdo produzidos dispositivos, ferramentas e softwares que sao utilizados das
formas mais diversificadas possiveis, dependendo apenas da criatividade e

necessidade do seu usuario.
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Véarias areas do conhecimento utilizam as ferramentas produzidas pela
informatica. Por exemplo, a engenharia usa softwares para projecao de plantas de
construcoes; a Geologia usa programas para fazer o mapeamento do fundo marinho
e a astronomia utiliza simuladores na interacdo entre os astros e os fendmenos
produzidos por eles, entre tantas outras areas. Por sua vez, vislumbra-se que a
informatica vem, aos poucos, se tornando uma ferramenta presente quer seja na
parte administrativa da instituicdo quer seja na sala de aula, local onde a educacéao
realmente funciona. Softwares que auxiliam o professor na sala de aula ja existem
ha alguns anos e vem, a cada dia, ganhando mais espaco nas escolas tanto pelos
professores que utilizam como ferramenta de ensino quanto pelos alunos, que

recorrem a aplicativos e softwares, diversificando assim a forma de aprendizagem.

Os PCN’s relegam ao Ensino Médio a obrigacdo de apresentar o
conhecimento de novas informagdes e instrumentos que possibilitem o aluno
aprender e se aperfeicoar gradualmente. Nesse sentido, para este nivel de ensino,
estdo sendo criados e utilizados varios softwares para uso em sala de aula afim de
torna-las mais dinamicas. Entre eles destacam-se os softwares de geometria
dindmica. Esses programas séo capazes de dinamizar as aulas de matemética, pois
possibilita ao aluno a manipulagcdo de vérias ferramentas para criar e alterar
elementos geométricos, realizar medicfes e resolver situacdes problemas, tirando o
aluno da situacdo apenas de espectador e colocando-o como ser criador e
modificador do conhecimento, desenvolvendo sua autonomia e sua capacidade de
pesquisa. Nesse tipo de software o aluno sai do modelo régua e compasso e usa o

computador para realizar simulacées de geometria.

Quando o professor se sente desconfortdvel com os resultados obtidos no
ensino de matematica deve-se procurar alternativas para alcancar objetivos maiores.
Dentre essas alternativas, como ressalta PEREIRA (2012), estdo a procura por
cursos de especializacdo e pos-graduacao que capacitem melhor o professor na

aquisicao de ferramentas educacionais, tais como o software geogebra.

Com relacdo aos softwares de geometria dinamica, estes se tornam uma
ferramenta Util para realizar a transicdo entre Geometria e Algebra, entre pontos,
retas, segmentos e curvas e suas respectivas equagoes. De fato, o uso de software

de geometria dinamica traz a possibilidade de a aprendizagem ocorrer de outra
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forma, sem ser apenas pelo quadro branco e o pincel ou até mesmo quadro e régua,
como aponta VAZ (2014). No formato tradicional, o aluno apenas ouve e visualiza
enquanto o professor fala, escrevendo no quadro, estimulando assim sua audigéo e
sua visdo, mas de forma passiva e de maneira moné6tona, em detrimento do
momento em que ha a manipulacdo do programa pelo aluno. Nesse momento ha
uma construcdo ativa dos contetidos e dos conceitos. E sempre importante reforcar
um conceito matematico aprendido usando formas diferentes de contempla-lo, como
afirma BOALER (2008).

Ao usar computadores ou celulares, de forma consciente e de acordo com o
planejamento e objetivos que se quer alcancar com seu uso, durante uma aula, para
o desenvolvimento de um conteudo, o professor ndo esta deixando os alunos
dispersos ou deixando de ensinar. Pelo contrario, ele esta ensinando, porém fugindo
do tradicional. De fato, o professor pode estar ensinando a manipular as novas
ferramentas que estdo direcionando a sociedade para uma era altamente
tecnolégica e também ensinando a serem cidadéaos criticos e transformadores de

sua prépria realidade.

Dessa forma, corroborando com JARDIM e CECILIO (2013) percebe-se que o
uso da tecnologia traz varios beneficios. Os alunos se tornam mais participativos,
possuem mais iniciativa, sentem mais prazer durante o processo de manipulacao
das ferramentas do programa de geometria dindmica ao mesmo tempo em que
experimentam outras ferramentas por conta propria, desenvolvendo assim sua

autonomia.

No ambito do PROFMAT varios trabalhos tém sido desenvolvidos envolvendo
0 uso de recursos computacionais no ensino de matematica. Os principais objetivos
apontados nesses trabalhos, de acordo com SILVA (2018), sdo: complementar ou
aprofundar conteudos, facilitar o processo de ensino e aprendizagem, visualizagédo
grafica de modelos matematicos, verificacdo de propriedades e conjecturas,
contextualizagéo de conteudos, realizar e automatizar calculos numéricos e tornar as
aulas mais atrativas. Além disso, o autor destaca que mais de 10% dos Trabalhos de

Concluséo de Curso do Profmat fazem uso do software geogebra.

Apesar do numero expressivo de trabalhos utilizando o geogebra, observou-

se que nenhum deles foi usado como sequéncia didatica antes de introduzir os
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conteudos de geometria analitica. Isto €, os recursos tecnoldgicos ndo foram usados
como ponto de partida para realizar experimentacdes e conjecturas para em seguida
construir os conceitos, definicbes e propriedades pertinentes aos contetdos de

geometria analitica.

Por outro lado nenhum deles foi usado como sequéncia didatica antes de
introduzir os conteldos de geometria analitica. Nao foram usados como ponto de
partida para realizar experimentacdes e conjecturas para sO ap0s iSso construir 0s
conceitos, definicbes e propriedades pertinentes aos conteudos de geometria

analitica.

Neste trabalho, o software geogebra foi escolhido para realizar a intervencao
no ensino das sec¢des conicas, pois trata-se de um software gratuito, com interface
simples, que pode ser operado com conhecimento basico de informatica e possui
inimeras ferramentas de facil manipulacdo, deixando o aluno a vontade para
experimenta-las. Outra facilidade do programa é que ele funciona no computador,
tablet ou celular. Isso torna-o acessivel a todos os alunos que possuam qualquer um

desses dispositivos tecnoldgicos ao alcance.

Assim, espera-se que 0 geogebra seja util para desenvolver contetudos de
matematica, desde os mais simples até os mais abstratos, por proporcionar a
manipulacdo e a visualizacdo em tempo real do que se é criado no programa. O seu
uso tem potencialidade de gerar varias possibilidades de aprendizagem dos
contelidos e estratégias de resolucao de problemas.

3.1 SOBRE O GEOGEBRA

O geogebra é um aplicativo de matematica que une geometria e algebra em
uma unica janela grafica. Foi desenvolvido por Markus Hohenwarter e possui cédigo
aberto, 0 que o torna possivel de ser modificado, por usuarios com conhecimento de
programacao. O programa € livre e disponivel em vérias plataformas, facilitando sua

utilizacdo. O download pode ser feito no site https://www.geogebra.org/, disponivel

em setembro de 2018.


https://pt.wikipedia.org/w/index.php?title=Markus_Hohenwarter&action=edit&redlink=1
https://www.geogebra.org/
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No aplicativo ha a possibilidade da construcdo de pontos, retas, poligonos,
curvas e outros objetos geométricos através de suas ferramentas e a insercao de
funcBes que podem criar e modificar os mesmos objetos geométricos, bem como

visualizar e verificar suas propriedades, de forma dinamica.

A versédo do geogebra que foi utilizada nessa pesquisa foi a versao 6.0.496.
Foram manipulados tanto o software para computador quanto o aplicativo para

smartphone.

3.2 INTERFACE E FERRAMENTAS

A tela inicial do geogebra é também a é&rea de trabalho do programa que
conta com uma parte algébrica e outra geométrica. A Figura 6 mostra a visdo da

area de trabalho do geogebra.

Figura 6 - Tela inicial do geogebra.

/J Calculadora Grafica - GeoGebra 15&

Ferramentas: com essa
op¢ao pode-se criar
objetos, fazer medicGes

5 Janela Geométrica: é

onde aparecem
Algébra: é onde sdo graficamente os
inseridas equagdes,
fungdes, coordenadas de
Caixa de entrada: pontos entre outras.

Aqui digita-se as B R N RE RN REE- EENE ] ENREE REREE JRRRE IRNEE IS TRRE IRERE ARRRE)

caracteristicas dos -1

Teclado virtual: é onde podem ser | ~
inseridos os comandos algébricos ~

Ao digitar um comando na janela algébrica € criada automaticamente sua
representacdo grafica na janela geométrica. Se por exemplo, deseja-se criar 0 ponto
A(3,1), basta dar um cligue na caixa entrada; digitar as coordenadas do ponto que

se deseja criar, no caso A(3,1), e clicar em ENTER.
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Figura 7 - Localizando pontos no geogebra.

f\J Calculadara Gréfica - GeoGebra
= g & < P
© a=@31

+ Entrada...

-2 -1 0 1 2 3 4

-1

Analogamente, se desejarmos criar a reta de equacdo x — 3y =5, basta dar um
cligue na caixa de entrada; digitar a equacéo da reta que deseja criar, no caso x —
3y =5, e clicar em ENTER.

Figura 8 - Criando uma reta com o geogebra.

.v'\." Calculadora Grafica - GeoGebra

= B & < e

s [ 1
@ fix-3y-5 : /

+ Entrada...

3. 3 FERRAMENTAS

Ao clicar no icone de ferramentas varias opc¢des de construcdes, medicdes, edicbes
serdo abertas.

Figura 9 - Ferramentas do geogebra.

Ferramentas Basicas E 7

'AEXNN}/:‘ E 6

B
]
>
>

Midia
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3.4 ALGUMAS FERRAMENTAS NECESSARIAS PARA A SEQUENCIA DIDATICA

O programa é autoexplicativo e bem intuitivo no seu uso. Quanto mais se usa
mais se aprende com as ferramentas que estdo sendo manipuladas. Além disso,
gquando ndo se sabe que ferramenta utilizar, basta mover o cursor do mouse até
uma ferramenta que apos alguns segundos ela indica o nome da ferramenta em
questdo. Ao clicar nessa ferramenta ira aparecer no canto inferior, esquerdo da tela,

como se deve utilizar a ferramenta, numa caixa de “Ajuda”.

Uma forma de criar uma reta que passe pelos pontos A(1,2) e B(3,5) é clicar no
comando ferramenta Ponto. Apds isso, deve-se clicar nas coordenadas dos pontos
gue deseja, na janela geométrica. Por fim, clicar a ferramenta Reta e selecionar os

pontos A e B.

Figura 10 - Exemplo de reta dados dois pontos usando o geogebra.

N Cauladors Grifica-Geoeors I - 4 - |
6 /f
LY
: B
Q@ aA=(2 : 5
Q@ B=(5 H !

@ 'ferE Z Representacdo :
— x4+ 2y=1

R algébrica /

Representacdo r’ 2 / -

Geométrica

Pode-se visualizar a representacdo algébrica e geométrica dos objetos
criados ao mesmo tempo na janela do software.

Dito isso, essas sao as ferramentas de maior utilizacdo na sequéncia didatica:

Figura 14: Ferramentas do geogebra.

Segmento Intersecao de dois
Mover Ponto Reta de reta Distancia objetos

- e P > >

i Circulo dados centro e Circulo definido por
Relag&o Elipse Parabola  Hipérbole um ponto trés pontos
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4 METODOLOGIA

O trabalho consistiu inicialmente de uma pesquisa realizada com todos os
professores de matematica que lecionam na 32 Série do Ensino Médio, na cidade de
Remanso — BA. O questionario aplicado continha perguntas sobre o ensino de
Geometria Analitica, tais como conteudos lecionados e dificuldades encontradas.
Ainda foi questionado sobre o uso de softwares de geometria dinamica. Os dados
coletados serviram para embasar as afirmacdes sobre a dificuldade do ensino

desses conteudos de matematica.

Em seguida foi realizada uma pesquisa de carater qualitativo e quantitativo
com alunos de uma turma da 32 Série do Ensino Médio de uma escola particular,
localizada na sede do municipio, de Remanso — Bahia. A turma era composta de 26
alunos, onde o autor da presente pesquisa leciona. Essa etapa da pesquisa

consistiu de trés momentos.

Nesse momento, com os alunos, foi aplicado um questionario para
diagnosticar a percepcao dos alunos sobre o seu nivel de conhecimento acerca de
alguns conteddos matematicos. No segundo momento desenvolveu-se uma
sequéncia didatica com a manipulacdo do software geogebra, envolvendo os
conteudos das secfes coOnicas. Ao longo da sequéncia didatica foram aplicadas, de

forma intercalada, trés avaliacdes em sala de aula.

Por fim, no terceiro momento foi aplicado um segundo questionario aos

discentes para avaliar o uso do software geogebra no ensino das sec¢des conicas.

DESCRICAO DA SEQUENCIA DIDATICA

Antes de iniciar a sequéncia didatica, foi abordado o conteuddo Geometria
analitica - ponto e reta. Dessa forma, os alunos ja tinham uma familiaridade com os
conceitos localizacdo de pontos no plano cartesiano, distancia entre dois pontos,
reta, formas de equagbes da reta, entre outros. Assim a manipulacdo do aplicativo,
para construcdo dos conceitos e verificacdo das propriedades, teve como foco os

conteudos circunferéncia e secdes conicas.
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As aulas comecaram com a apresentacdo do aplicativo geogebra, suas
ferramentas e orientacdo para manipulacao, de imediato, para os alunos. Foi pedido
anteriormente que os alunos fizessem o download do aplicativo, tanto no celular
como no computador. Nem todos fizeram o download para a primeira aula, mas
houve projecdo do aplicativo na lousa para que todos pudessem visualizar todas as
etapas da sequéncia didatica. Nesse primeiro momento da sequéncia didatica foi
apresentado aos alunos o aplicativo geogebra, sua tela inicial, ferramentas

disponiveis e como utilizar seus comandos, sempre com exemplos didéticos.

Ao iniciar cada aula foi feita a manipulagédo do geogebra para que os alunos
construissem 0s objetos geométricos, na janela geométrica, e a0 mesmo tempo
verificassem suas respectivas equacdes, na janela algébrica. Posteriormente os
alunos foram questionados sobre a existéncia de um padréo entre as construcoes e
suas equacdes, através de conjecturas feitas por eles. Assim, se construia as
definicdes e propriedades por parte dos alunos na manipulacdo tecnolégica, onde o

professor funcionava como um mediador do conhecimento.

ApoOs esse primeiro momento foram apresentados, formalmente, os conceitos,
propriedades e demonstracdes de formulas dos contetdos de geometria analitica,
pelo professor, ocasido em que foi usado o material didatico preparado
exclusivamente pelo autor desse estudo para a sequéncia didatica (Apéndice C). Ao
longo do desenvolvimento das etapas, o docente buscou sempre o auxilio dos
alunos na realizacdo das demonstracdes, algo que ja era habitual tanto para os

alunos como para o préprio docente.

Seguiu-se uma lista de atividades que era para ser realizada tanto no
aplicativo (Apéndice C), de forma geométrica, quanto no caderno, de forma
algébrica. Nas correcdes em sala de aula procedia-se da mesma forma, uma mescla
entre resolucdo geométrica e algébrica, mostrando a resolugdo das questbes ao

lado da projecéo.

Em alguns momentos, para proporcionar 0 uso pratico do aplicativo, foi
pedido para formar duplas ou trios para que todos pudessem usar o celular do
colega. Em outros momentos eles foram levados para o laboratorio de informatica

para realizar a manipulacdo do geogebra.
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Foram aplicadas trés avaliacbes envolvendo o conteddo dado: duas

avaliacdes sobre circunferéncia e uma de secdes conicas.

5 RESULTADOS E DISCUSSOES

Como a turma era conhecida e acompanhada pelo autor do trabalho, desde
2014, os alunos ja possuiam familiaridade com a dinadmica de sala de aula e
liberdade de estar a vontade para participar ativamente das aulas de forma critica e
construtiva durante todo o periodo de trés meses, que se deu para abordar a
sequéncia didatica que abrange os contetdos abordados.

Ao longo do desenvolvimento deste trabalho foram aplicados trés
questionarios, sendo dois direcionados aos alunos e um aos professores que
lecionam os conteltdos de geometria analitica na cidade. A natureza do primeiro
guestionario com os alunos é sobre o nivel de conhecimento que possuem e como
compreendem os contetdos de matemética. Ja o objetivo do segundo foi registrar a
opinido dos alunos sobre o método aplicado durante a sequéncia didatica. O
guestionario dos professores buscou entender como esta sendo trabalhado e quais

sao as dificuldades especialmente no ensino desses conteudos.

No primeiro questionario, os alunos foram questionados sobre sua percep¢ao
com relagcdo ao nivel de conhecimento que possuiam. Neste quesito, foi registrado
que aproximadamente 58% dos alunos consideravam ser no minimo bons em
geometria plana e trigonometria e que 85% se consideravam no minimo bons em
algebra. O que mostra que os alunos consideram possuir familiaridade com

conteudos base para o desenvolvimento do projeto.

Sobre o nivel de conhecimento em funcdes afins e quadréaticas, 77% dos
alunos se consideram regulares, bons ou 6timos nessa area. Com relagéo a forma
de trabalhar do professor em sala de aula 77% dos alunos dizem compreender
melhor o conteddo quando hé& demonstracdes das férmulas. Os resultados
apresentados indicam que a percep¢do que os alunos tém sobre o seu
conhecimento em matematica basica fornece um ambiente favoravel para aplicacéo

do projeto, na manipulacdo do geogebra. Isso foi constatado, para alguns, nos
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resultados das avaliacdes, onde houve alunos que conseguiram resolver todas as

questdes das trés avaliacoes.

O segundo questionario foi aplicado aos alunos apds a conclusdo das
atividades propostas na sequéncia didatica. Buscou-se colher informac¢bes que
permitissem avaliar a percepcado dos alunos, em relacdo ao ensino das sec¢bes
cbnicas com o uso do aplicativo geogebra. Sobre o uso do geogebra no ensino de
geometria analitica, 65% gostou ou gostou muito, 35% gostou um pouco ou achou
no minimo razoavel. Esse resultado vem de encontro com as indicacdes de que o
uso de recursos computacionais podem tornar a aula mais dinamicas e atrativa para

os alunos.

Perguntado se o uso do geogebra facilitou a aprendizagem dos conteudos de
geometria analitica, observou-se um equilibrio entre as respostas dos alunos,

conforme pode ser apresentado no Grafico 1.

Grafico 1 - O uso do geogebra como facilitador da aprendizagem dos conteldos de Geometria
Analitica

Numero de Alunos
A0 oo

o
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|
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Completamente  Mais ou menos Um pouco Nem um pouco

O resultado apresentado no Grafico 1 indica que o uso do geogebra facilitou
a aprendizagem dos conteldos propostos para a maioria dos alunos. Porém, cabe
destacar que, ainda que o uso desse curso tenha dinamizando as aulas de
matematica, 2 alunos foram categoricos ao afirmar que o recurso nao facilitou nem
um pouco a sua aprendizagem. E possivel, contudo, que isso deva-se a

dificuldades em tais alunos transportar o que esta sendo manipulado e aprendido no
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aplicativo para o papel de forma coerente ou ainda essa dificuldade pode

representar alguma deficiéncia em geometria basica.

Com relacéo a percepcao dos alunos sobre quanto aprenderam do conteudo
de geometria analitica estudado com a abordagem usando o geogebra, observou-se
gque a maioria dos alunos consideraram que aprenderam 50% ou mais dos

conteudos abordados, conforme pode ser visualizado no Gréfico 2.

Grafico 2 - Opinido sobre o nivel de aprendizagem de geometria analitica, usando o geogebra.
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Este resultado corrobora com a hipétese de que os alunos ao manipularem
ferramentas tecnolégicas sentem mais prazer no processo de aprendizagem dos

conteudos.

Sabe-se que 0 uso de recursos computacionais pode oferecer algumas
dificuldades de operacionalizacdo aos alunos. No caso do uso do geogebra, quando
guestionados sobre as dificuldades encontradas no uso do aplicativo, 12% dos
alunos responderam que as ferramentas eram confusas, 64% responderam nao
possuir pratica no uso do aplicativo, 12% tiveram dificuldade em relacionar
informacdes geométricas e algébricas e 16% ndo possuiram dificuldade alguma.

Isso corrobora com os resultados equilibrados obtidos no Grafico 1.

O segundo questionario mostra como o uso do geogebra surtiu um efeito
positivo na dindmica da sala de aula. O aplicativo se tornou um fator novo na sala de

aula que trouxe a atencdo principalmente daqueles alunos desacreditados da
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disciplina de matematica. Os alunos acharam atraente ao ponto de ndo haver um so
aluno que nao gostasse do uso do aplicativo em sala de aula. Mesmo sem possuir
familiaridade com o geogebra, como aponta a pesquisa, os alunos se envolveram
com o aplicativo a ponto de compreender a sua importancia na aquisicdo do

conhecimento, mostrando que houve um impacto direto na aprendizagem deles.

O terceiro questionario foi aplicado aos professores que ensinam matematica
no Ensino Médio da cidade de Remanso - Bahia. Os resultados obtidos indicam que:
praticamente todos os professores ensinam geometria analitica na 32 Série do
Ensino Médio; que os conteddos ensinados se restringem a ponto, reta e
circunferéncia e que o uso de demonstracées de formulas € uma pratica frequente.
Contudo, constatou-se que apenas metade dos professores faz uso de softwares ou

aplicativos no ensino de geometria analitica.

Sobre dificuldades encontradas no ensino de geometria analitica, os docentes
elencaram: a falta de compreenséo de alguns conteudos por parte dos alunos; os
alunos ndo possuem base minima exigida pelos contetdos cobrados; o nimero de
aulas insuficiente para ensinar os conteudos de geometria analitica e ndo ha
recursos didaticos adequados disponiveis. Um dos professores entrevistados
acrescenta: “O fator predominante para o aprofundamento dos conteldos de
geometria analitica é a quantidade minima de aulas e a falta de compromisso da

maioria dos alunos”.

Os resultados praticos para o ensino de conteidos de matemética com o
geogebra foi analisado a partir da aplicacao de trés avaliacdes diagndsticas, durante

o desenvolvimento da sequéncia didatica.

Desde o primeiro momento com o aplicativo os alunos gostaram dele e se
sentiram a vontade por estar em contato com uma tecnologia que proporcionava
uma experiéncia diferente as aulas de matematica. Mas, quanto maior o grau de
complexidade de alguns comandos nas atividades praticas percebeu-se que alguns
alunos se perdiam na operabilidade do geogebra, principalmente por parte daqueles
que ndo possuiam habilidade com conteddos algébricos e geométricos ou néo

possuiam pratica com tecnologias educacionais.
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Ao ser aplicada a primeira avaliacdo diagnéstica da sequéncia didatica,
correspondente ao conteudo circunferéncia, percebeu-se uma dependéncia de
alguns alunos pelo aplicativo. Inclusive alguns solicitaram seu uso, mas nesse
momento ndo era possivel usar o aplicativo, mostrando que esses alunos
associaram 0 uso do geogebra a compreensdo e visualizacdo geométrica dos

conceitos pertinentes ao conhecimento algébrico cobrado na avaliacao.

Na primeira avaliacdo os alunos responderam todas as questbes e em sua
maioria acertando-as. Mas houve alunos que fizeram apenas uma ou duas
questdes. Algo que corrobora com a dinamica de manipulagédo de alguns com o
aplicativo, bem como o conhecimento prévio sobre algebra e geometria que cada um
possui. Como mostra a Tabela 1, o aproveitamento foi consideravel em varias
guestdes e o baixo aproveitamento de outras deve-se ao nivel de complexidade

destas, pois as questdes 5 e 6 eram consideradas de nivel elevado.

Tabela 1 - Avaliacéo diagnostica 1.

Questao Totalmente corretas Parcialmente corretas
1 20 5
2 22 1
3 7 0
4 14 2
5 4 5
6 2 1

Vale salientar que ao mesmo tempo em que estava sendo aplicada a
sequéncia didatica, os alunos tinham que estudar os conteddos Polindmios e
NUmeros complexos, para realizar as avaliac6es bimestrais aplicadas pela instituicdo
de ensino, previstas no Curriculo Escolar. Dessa forma, foi necessaria uma pausa
nas aulas praticas da sequéncia didatica para que fossem estudados os conteldos
pertinentes a grade escolar. Sendo assim, para ndo deixar uma lacuna de tempo
sem que os alunos praticassem o conteudo sobre circunferéncia, foi aplicada outra
avaliacdo sobre o conteudo. Auxiliando também na preparacdo dos alunos para a
avaliacao bimestral da escola. Onde se notou que eles conseguiam determinar 0s
elementos basicos de uma circunferéncia s6 visualizando a equacao reduzida ou

mesmo na forma normal.
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Ao serem questionados sobre o uso do geogebra em casa, nesse periodo, a
maioria dos alunos informou que néao estava usando o geogebra nem realizando as
atividades do livro constantemente, limitando a contemplagédo do contetdo apenas a

sala de aula.

Por outro lado, entre os alunos que usavam o aplicativo, detectou-se uma
dicotomia. Aqueles alunos que possuiam celular, o manipulavam na sala de aula;
enquanto que aqueles que ndo possuiam o0 equipamento ou ndo o levavam para a
sala de aula, apenas visualizavam a realizacdo das atividades pelo projetor de
imagens utilizado pelo professor. No entanto, nas atividades de casa, que deviam
ser realizadas com o livro didatico, aquele aluno que praticava com seu celular em
sala, geralmente resolvia as atividades apenas de forma algébrica e sem auxilio do
aplicativo. Enquanto isso, alguns dos alunos que nao usavam celular na sala de
aula, usavam o computador em casa para visualizar as resolucbes de forma
geométrica. Esse tipo de comportamento foi majoritario durante todo o periodo da
sequéncia didatica, salvo algumas excecfes de alunos que praticavam o uso dos
equipamentos em ambos os locais. Esse comportamento se refletiu nas questbes
mais complexas das avaliagdes diagnésticas 2 e 3, apresentados nas Tabelas 2 e
Tabela 3.

Tabela 2 - Avaliacéo diagndstica 2.

Questao Totalmente corretas | Parcialmente corretas
1 24 0
2 4 1
3 9 0
4 12 1
5 1 0

A maioria dos alunos conseguiu determinar a posicéo relativa entre ponto e
circunferéncia. Ja a posicao entre reta e circunferéncia ou entre duas circunferéncias
eles faziam de formas variadas. Alguns usaram a idéia de sistema de equacdes
entre reta e circunferéncia, para encontrar os pontos de intersecdo ou apenas o
valor do discriminante da equacao do 22 grau. Outros usaram o conceito de distancia
entre ponto e reta. Da mesma forma com duas circunferéncias, os alunos

determinavam o centro e o raio e faziam a comparacéo da distancia entre os centros
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e 0s raios. Ja outros tentaram, através de sistema de equacdes, determinar o valor
do discriminante da equacéo do 2° grau para determinar a posicéo relativa entre as

circunferéncias.

Apbs o periodo de avaliagBes bimestrais escolar foi retomado o curso normal
das sequéncias didaticas com o conteldo sec¢des conicas. Nesse ponto, houve uma
reducdo no numero de alunos usando o aplicativo em casa. Esse fato pode ter
prejudicado o desenvolvimento da atividade, uma vez que o desenvolvimento da

habilidade de manuseio do aplicativo deve-se, em parte, ao seu uso continuo.

A partir desse momento, para tornar o uso do aplicativo mais frequente, todas
as aulas préticas passaram a ser realizadas no laboratoério de informética, onde os

colegas mais aptos, até entdo, ajudava 0s menos aptos.

Ao final da sequéncia didatica, foi aplicada a terceira e Ultima avaliagédo
diagnéstica. Nela constatou-se que os alunos que possuiam conhecimento algébrico
e geométrico, no minimo mediano, conseguiram se sair bem nas questdes,
determinando as equacfes da parabola, elipse e hipérbole, sem muita dificuldade,
bem como identificar seus elementos. Mas o0 aproveitamento da maioria dos alunos

sofreu reducdo, como mostra a Tabela 3.

Tabela 3 - Avaliacéo diagndstica 3.

Questao Totalmente corretas | Parcialmente corretas
1 11 1
2 10 4
3 8 1
4 6 6
5 8 3
6 7 0
7 2 1

O maior ponto positivo da sequéncia didatica foi notado na correcdo das trés
avaliacbes mostrando que ndo houve uma sé questdo que ficou sem ser resolvida.
Todas as questdes foram resolvidas pelos alunos, algumas delas exigindo um alto
grau de compreenséao e interpretacdo dos dados para poder ser resolvida. Embora,

a totalidade das questdes tenha sido resolvida por um nimero reduzido de alunos,
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Isso mostra que a aprendizagem do conteudo proposto € possivel de ser atingida e

gue o uso do geogebra pode ter sido fundamental para isso.

Nota-se que nao é possivel, no formato atual do curriculo escolar, abordar
todos os conteudos pertinentes a geometria analitica, em especial sessdes conicas

que ndo é abordado na sala de aula por nenhum dos entrevistados.

O primeiro motivo é por causa do numero insuficiente de aulas semanais de
matematica. Algo que dificulta a dindmica de sala de aula quando se pretende
contemplar os conteudos é conciliar a qualidade que estes conteddos merecem e
respeitar o tempo de aprendizagem de cada aluno. Essa falta de tempo dificulta a
aquisicao de recursos que auxiliem na aprendizagem, como por exemplo, o uso de
aplicativos de geometria dindmica, que é usado apenas por metade dos

entrevistados.

Outro motivo é a base matematica insuficiente do aluno que chega a 32 Série
do Ensino Médio, em alguns casos, levando o professor a ndo lecionar geometria
analitica e em outros casos chega ao ponto de o aluno ndo compreender a definicdo
de par ordenado, como foi especificado por um dos professores. Isso dificulta a
realizacdo de conexdes entre outros conteudos, prejudicando o processo de
aprendizagem na progressiva, mesmo quando todos tentam usar demonstracdes
para conectar tais conteldos e aprendizagens, algo que exercita propriedades

geomeétricas, algébricas e aritméticas.

6 CONSIDERACOES FINAIS

Nesse trabalho procura-se mostrar aspectos positivos e negativos sobre uma
proposta de ensino de Geometria Analitica na 32 série do Ensino Médio com 0 uso
do geogebra, através da aplicacdo de uma sequéncia didatica numa escola da

cidade de Remanso — Bahia.

O objetivo da sequéncia didatica foi avaliar o uso do geogebra como uma
ferramenta tecnol6gica mediadora entre geometria e algebra para a partir dai
construir conceitos e definicbes dos conteudos de circunferéncia e se¢des conicas,
através da visualizacdo e manipulacdo do aplicativo pelos alunos, contrapondo-se,

dessa forma, a pratica comum no ensino de matematica que € expor 0s conceitos,
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definicbes e propriedades para posteriormente fazer o uso de uma ferramenta que

fixe o contetido estudado.

Os resultados obtidos registraram que a ferramenta tecnologica se mostrou
de grande valia, tornando as aulas dinamicas e atraentes, segundo a percepcéo da
maioria dos alunos. Eles consideraram que a abordagem facilitou bastante na
construcdo dos conceitos, definicbes e propriedades, bem como no decorrer das

atividades em sala e em casa.

O uso prolongado do geogebra trouxe familiaridade ao aplicativo e
consequentemente proporcionou uma melhora no desempenho dos alunos nas
aulas praticas. Observou-se que os alunos perguntavam menos ao realizar alguns
comandos do software e entendiam quais comandos deveriam realizar para obter
certo proposito na resolucdo das atividades e aprendiam novos comandos com

maior facilidade.

Num primeiro momento das aplicacdes das atividades percebeu-se a
dependéncia dos alunos em relagdo ao uso do aplicativo para auxiliar a resolucéo
das questbes. Mas a partir do momento que eles compreenderam 0 objetivo da
pesquisa a dependéncia foi gradativamente reduzida e a cada momento novo de

avaliacdo a autonomia deles aumentava.

Notou-se que ter habilidade com informatica facilitou a aprendizagem de
alguns alunos. O que foi visto pela rapidez na execucéo de algumas tarefas. Outros
demoraram um pouco mais para identificar qual comando deveriam executar para

concluir uma determinada etapa da atividade pratica.

Houve um grande comprometimento dos alunos em ajudar na realizacdo da
pesquisa, sempre focados no momento das aulas praticas, participativos e
companheiros com o0s que possuiam dificuldade para utilizar a ferramenta
tecnolégica. Porém observou-se que 0 mesmo nao ocorreu, na pratica das

atividades do livro de didatico.

O fato das coOnicas serem de conteudos de Geometria Analitica um pouco
“‘densos”, exigindo, portanto, um maior grau de abstracdo e de compreensédo dos
alunos, como se constatou na pesquisa com o0s professores da 32 Série do Ensino

Médio, é natural que os alunos que nao conseguem acompanhar o raciocinio
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abstrato se dispersem rapidamente na sala de aula. Contudo, o uso do geogebra
trouxe uma forma diferente e dinamica a sala de aula. A dispersdo em sala foi
inexistente, todos os alunos queriam participar, o que foi deixando os alunos mais a
vontade e menos tensos no desenrolar desses contetdos. Essa dispersdo que

ocorria em turmas anteriores, aqui deu lugar a atencéo constante e a participacao.

Ao final, as avaliacfes registraram o desempenho dos alunos ao logo de toda
a sequéncia didatica. Elas mostram que, se os alunos cumprirem todas as etapas
estabelecidas na proposta, € possivel desenvolver um trabalho com ferramentas
tecnologicas para construcdo de conceitos, definicdes e propriedades, culminando

no desenvolvimento da autonomia e autoestima do aluno.

Conclui-se que, a proposta desenvolvida, ao longo dos trés meses mostrou
gue a manipulacdo do geogebra foi eficaz, auxiliando os alunos em realizar
conjecturas sobre as definicbes, conceitos e propriedades sobre os contetudos de
secgOes conicas. Dessa forma, iniciar as aulas com o uso do geogebra foi uma
alternativa satisfatéria nas aulas de matemética, tanto na construcdo dos conceitos
guanto na progressdo do contetudo. Logo, um aplicativo de geometria dindmica tem
a potencialidade de ser um recurso muito importante para tornar mais concreta a
aprendizagem de conteldos tdo abstratos, como geometria analitica, podendo ser
usado mesmo que seja para uma breve introducdo desse conteddo pouco explorado

pelos professores do Ensino Médio.
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NUMERO DE QUESTOES DE GEOMETRIA
ANALITICA NAS AVALIACOES DO ENEM

Avaliacéo | Total de questdes de Numero de questdes de
matematica Geometria Analitica
2011 4 :
o s :
2013 4 2
o s :
2015 4 !
2016 4 2
2017 4 0
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APENDICE B - CONCEITOS DE GEOMETRIA ANALITICA

A construcao das notas de aula tomou como base os livros:
Matematica: Contextos e aplicacdes, 32 Série, de Luiz Roberto Dante;
Fundamentos da matemaética elementar, de Gelson lezzi.

PONTO E RETA

Consideremos dois eixos x e y perperdiculares em O, 0s quais determinam o plano

a. Dado um ponto P qualquer, P € a, conduzamos por ele duas retas: x'//x e y'//y.

Coordenadas de um ponto no plano cartesiano.

Denominemos P; a interseccdo de x com y’ e P, a interseccdo de y com x'.
Nessas condicfes definimos:

a) abscissa de P € o numero real x,, = OP;.

b) ordenada de P € o numero real y, = 0P,.

c) coordenadas de P sdo os numeros reais x, € y,, geralmente indicados na
forma de um par ordenado (x,,y,) onde x, € o primeiro termo.

d) eixo das abscissas € o eixo x (ou Ox).

e) eixo das ordenadas € o eixo y (ou 0y).
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f) sistema de eixos cartesiano ortogonal (ou ortonormal ou retangular) é o
sistema x0y)
g) origem do sistema é o ponto O e a ele esta associado o par ordenado (0,0).

h) plano cartesiano é o plano a.

Exemplo 1. Vamos localizar os pontos 0(0,0), A(2,3), B(4,1), C(—1,2), D(—4,-2),
E(3,—1), F(6,0), G(0,—4), H(—3,0) eI(0,5) no plano cartesiano da Figura 7. E
importante lembrar que, no par ordenado, o primeiro numero representa a abscissa

e 0 segundo a ordenada do ponto.

6

3 r——— - b 4
C 1
1
v
1 ' B
BRI 1-----g
H ! 0 ] : F X
-5 2 -.:4 -2 -1 o’ 1 2 [} 4 5 g 7
: G
| oLl B 4
1
D
b--—---=-=--- -

Localizacdo de um ponto no plano cartesiano.

Esse exemplo mostra que ha uma correspondéncia biunivoca entre o
conjunto de todos os pontos P do plano cartesiano e os pares ordenados (x,,y,) de

ndmeros reais.

POSICOES DE UM PONTO EM RELACAO AO SISTEMA DE EIXOS
COORDENADOS

Os eixos x e y dividem o plano cartesiano em quatro regides angulares

chamadas quadrantes, que recebem os nomes indicados na Figura 8.
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29 quadrante 12 quadrante

32 quadrante 4° quadrante

Quadrantes do plano cartesiano.

E Evidente que dado um ponto P(xp,yp) gualquer, temos:
P € 1° quadrante & x, > 0ey, > 0.
P € 2° quadrante & x, < 0ey, > 0.
P € 3° quadrante & x, <0ey, <0.
P € 4° quadrante & x, > 0ey, <0.

2. O ponto P pertence ao eixo das abscissas se, e somente se, sua ordenada é nula.

Isto é,
PeOx & y, =0.

Isto significa que o eixo das abscissas € o conjunto dos pontos de ordenada nula:
Ox = {(a,0);a € R}.

Notemos que, para todo numero real a, o ponto (a,0) pertence ao eixo das

abscissas.

3. Um ponto pertence ao eixo das ordenadas se, e somente se, sua abscissa é nula.

Ou seja,
PeOy & x, =0.
Isto significa que o eixo das ordenadas € o conjunto dos pontos de abscissa nula:

0y = {(0,b); b € R}.
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Notemos que, para todo numero real b, o ponto (0,b) pertence ao eixo das

ordenadas.

4. Um ponto pertence a bissetriz dos quadrantes impares se, e somente se, tiver
coordenadas iguais. Isso significa que a bissetriz dos quadrantes impares € o

conjunto de pontos de coordenadas iguais, ou seja, sao do tipo (a,a), com a € R.

~

ru—————
W= - - -
B o - -

W

—]

Bissetriz dos quadrantes impares.

5. Um ponto pertence a bissetriz dos quadrantes pares se, e somente se, tiver
coordenadas simétricas. Isso significa que a bissetriz dos quadrantes pares € o
conjunto de pontos de coordenadas simétricas, ou seja, sao do tipo (a,—a), com a €
R. [y

—-—— =

1R ettt

T .

N
[9,]
i
——— — ]

I

[ .

. 0 U

—_——— e — = = = ]

Bissetriz dos quadrantes pares.
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DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS

Dados dois pontos A(xy,y1) € B(xz,v,), @ medida da distancia entre eles indicada

por d(A, B), corresponde a medida do segmento de extremidades A e B.

y A
1° Caso: AB // Ox

d(A,B) = |x; = x|

" e

v

Rl-----
iy

=
N

o

Distancia entre dois pontos.

2° Caso: AB/ /0Oy y4

Vof---- B
d(A,B) = |y, — |

Vifp---- A

(@)
——
=Y

Distancia entre dois pontos.

3° Caso: AB It Ox e AB I Oy
y 4

»

V2

Ry

Distancia entre dois pontos.
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O triangulo ABC é retangulo em C, logo podemos aplicar o Teorema de Pitagoras,

obtendo

[d(4,B)]? = Ax? + Ay? = [d(4,B)]* = (xz — x1)* + (y2 — ¥1)*

d(A,B) =/(x; — x)% + (y2 — y1)%. (1)

PONTO DIVISOR OU RAZAO DE SECAO

No plano cartesiano, dados trés pontos colineares A(x4,y4), B(xg,yg) e P(xp,yp)

(com A # B # P), denomina-se razio de sec¢do do segmento AB que passa por P o

. AP
namero real r tal que: r = 7B’

Observe na Figura 12 abaixo que os triangulos APC e PDC sao semelhantes.
y A

VB

Vp

Ya

=y

Ponto divisor de um segmento.

Entdo, temos:

=£=xA_xP=YA_LVP (2)
PB  xp—xp Yp—YB

COORDENADAS DO PONTO MEDIO DE UM SEGMENTO DE RETA
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Dado um segmento de reta AB tal que A(x,,v,) € B(xg, yz) S@0 pontos distintos,

vamos determinar as coordenadas de M, o ponto médio de AB.
y A

VB

Ym

Ya

L 4

Ponto Médio de um segmento.

O ponto médio é um caso particular do ponto divisor, que divide o segmento em

duas partes iguais. Sendo A e B os pontos extremos do segmento AB, com ponto

L. AM
médio M, teremos: — = 1.
MB

Aplicando o Teorema de Tales, temos:

AM AM Xq4—X
—= 1l 1= M o, —Xg =X — Xy

MB ~ M;B; XM — Xp
Xq+XB
2Xy =xA+xB=xM=T.
Por outro lado,
AM A M, ya—YuMm
—_—— 1 = = —_ = —_
MB  M,B, Yor — Ve Ym —YB =Ya—Yum

+
ZJ’M:}’A'F)’B:}‘}’M:%-

Dessa forma o célculo das coordenadas do ponto médio do segmento AB,

por: M(XA+XB yA+}’B)
' 2 72 )

é dado

3)
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COORDENADAS DO BARICENTRO DE UM TRIANGULO

Dado um triangulo ABC qualquer e M o ponto médio do segmento BC. O segmento
AM chama-se mediana relativa ao lado BC. Além dessa mediana o tridangulo tem as
medianas relativas aos lados AB e AC. O encontro das medianas é chamado

baricentro do triangulo.

Dado um tridangulo ABC de vértices A(x4,y4), B(xg, vg)e C(x¢c, yc), vamos determinar

as coordenadas de G (x; ys), baricentro do triangulo ABC.

. L - ~ + +
Seja M o ponto médio do lado BC, entélo xy, = 22— e x,, = %
B(xp,ys)
M(xy, yar)
G
| |
A(xg,ya) ! Clxc ve)

Baricentro de um triangulo.

Dado o ponto G, baricentro do triangulo, que o divide a mediana AM em dois

segmentos AG e GM na razao 2 para 1. Nesse caso: % = 2.

Portanto:

AG XA -XgG XA-Xg
—=_=>2=—:ZXG_ZXM=XA_XG:3XG=xA+2xM
GM XG— XM XG— XM

Xgp + X Xpat+xpt+x
3xG:xA+2(%)$3xG:xA+xB+xC:>xG:%

De modo analogo,

AG - -
46 _ YA }’G:2=}’A YG

M yo—ya I = 2V = 2Yu = Ya— Y = 3V = Ya + 2Yu

YBt+Yc

+yp+
3yG=yA+2(T):3yG=yA+yB+yC:xG=yA VB yC.

3



Assim,

(4)

G (xA +xg+xc yatyes +J’c)
3 ’ 3 '

CONDICAO DE ALINHAMENTO DE TRES PONTOS
Consideremos trés pontos A(x4,v1), B(x,,y,) € C(x3,y3) alinhados:

y“

V3
Y2

L 4

Alinhamento de trés pontos.

Pelo Teorema de Tales, temos:

AB _ AB; __AB _ Xp—x; "
AC A1C1 AC X3— X1
AB _ Asz AB _ Yo— V1
AC  AyC, | AC T ys3—y;

(I1)

Comparando as equacgoes (I) e (II), temos:

Xo— X - - - - -
27 %1 _ V2 3/1$J/2 Y1 _ Y3~V :>}’2 Y1 _ Y3 3’1:()
X3~ X1 V3—=V1 X2~ X1 X3~ X1 X2— X1 X3~ X1

(x3 —=x) (2 —y1) — (2 —x)(y3—y1) =0
X3Y2 — X3Y1 — X1Y2 + X1Y1 — X2Y3 + X3y + X1Y3 — XY =0

X1Y2 — X1¥Y3 + X2Y3 — X1 + X3Y1 — X3y, = 0.
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Observe que o primeiro termo da igualdade corresponde ao determinante

X1 ¥y 1
X, Yy 1f.
X3 y3 1

Dessa forma, se trés pontos A(x4,y1), B(x,,y,) € C(x3,y3) estdo alinhados, entéo:

X1 Y1 1
xz yz 1 = 0
X3 y3 1

T— coluna das ordenadas dos pontos

coluna das abscissas dos pontos

Portanto, podemos concluir que a condicdo para que trés pontos dados estejam

alinhados é o determinante das coordenadas dos pontos ser igual a zero.

EQUACAO DA RETA

INCLINACAO DE UMA RETA

Seja @ a medida do angulo que a reta r forma com o eixo x. A medida a do

angulo formado entre eixo x e a reta r, no sentido anti-horario, denomina-se

inclinagcéo daretar.

y“

Inclinag&o da reta.
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Quanto a inclinacdo de retas ndo paralelas ao eixo x, podemos ter trés

situacoes:
a) o angulo a € agudo b) o 0 angulo «a é obtuso c)oangulo «é
perpendicular ao eixo Xx.
A r
y 4 r r y 4 y A

{a e By

v
v

/O/ X © \ X ° v

0° < a<90° 90° < a < 180° a =90°

Casos de inclinagdo da reta.
Se a reta r € paralela ao eixo x, dizemos que sua inclinacéo € zero, ou seja,
a=0°.

y“

y N
v

v

Caso particular de inclinacéo da reta.

Diante do exposto, podemos dizer que, para cada reta r, 0 angulo a € unico e
tal que 0° < a < 180°.

COEFICIENTE ANGULAR DE UMA RETA

Consideremos uma reta r de inclinagéo a em relagéo ao eixo x.

v
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O coeficiente angular ou a declividade da reta r é o nimero real m que

expressa a tangente trigonométrica de sua inclinagdo a, ou seja: m = tg a.

Vamos observar casos, considerando 0° < a < 180°:

1. v 2. Y1t r

A
v

‘sa

0 > oy >
X /
Para a = 0°, temos Para 0° < a < 90°, temos
m=tga=_tg0°= tga>0>m>0

Sinal do coeficiente angular da reta.

y 4 y 4 AT

NS o

v

0 \ > 0
X v
Para 0° < a < 90°, temos Para a = 90°, a tg @ nao é definida.
tga<0=>m<0 Dizemos entdo que, quando a = 90°, isto €,

guando a reta € vertical, ela ndo tem

declividade.

Sinal do coeficiente angular da reta.
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Vejamos como € possivel calcular o coeficiente angular de uma reta a partir
das coordenadas de dois de seus pontos.

Como para a = 0° (reta horizontal) a declividade é m = 0 e para a = 90° (reta
vertical) ndo ha declividade, vamos analisar os casos 0° < a < 90° e 90° < a < 180°.

1° Caso: 0° < a < 90° y4 r

V2

1

Ry

0 / x1 X2
d

Determinacao do coeficiente angular da reta.

Seja r a reta determinada por A(xy,y:1), B(x,,y,) € C(x3,y,). No tridngulo
retangulo ABC, reto em C, temos:

_4d(CB) _ Ay _y2-y1

tga = == =221
9 d(A,C) Ax Xo—Xq
Entdio: m = 2221,

X2—Xq1

2% Caso: 90° < a < 180°

\_y

V2 |---4-2

Y1 |------ -

Determinacéo do coeficiente angular da reta.
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Seja r a reta determinada por A(xy,y,), B(x3,¥2) € C(x3,v,). No tridngulo retangulo
ABC, reto em C, temos:

o __ _aB) _ A_y _Y2=)1 o _ _ .
tg (180° — a) = 10 — ix — xix, COMO tg(180° — a) = —tg a, dai:

— — — A —
_tga=3’23’1 = tg = Y2—V1  _ Y2~)1 =>m=tga=—y=y2y1
X1—%3 —(x1—x2)  Xz—Xq Ax  x3—%
Entdo: m = H.
X2—X1

Pode-se concluir que se A(x;,y:) € B(x,,y,) sé@o dois dos pontos distintos
quaisquer na reta r, que ndo € paralela ao eixo y (x; # x;), a declividade ou
coeficiente angular de r, que indicaremos por m, é dada por:

_Ay _y2-n1 5)
Ax  xp—x1

Assim, temos duas maneiras de obter o coeficiente angular de uma reta, quando
existir:

e conhecendo a inclinacdo a da reta, calculamos m = tg «;
V2—V1

e conhecendo dois pontos A(x;,y;) € B(x,,y,) dareta, calculamos m = poa—
2741

EQUACAO DA RETA QUANDO SAO CONHECIDOS UM PONTO Py(xo,¥,) E A
DECLIVIDADE m DA RETA

Considerando P(x,y) um ponto genérico dessa reta, veremos que se pode
chegar a uma equacao de incégnitas x e y, a partir dos nUmeros xg, yo € m que sera
chamada equacio daretar.

yu Tr

y

Yo

Ry

Equacéo da reta.
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Considerando um ponto P(x,y) qualquer sobre a reta e tg a = m, temos:

YO RN b |
d(Po,C) x_xO

Yy — Yo = m(x — xp). (6)

Observacoes:

1. A equagédo y —y, = m(x — x,) independe de m ser positivo ou negativo e da
localizag&o do ponto P,.

2. Se a reta € paralela ao eixo x, temos m = 0 e a equacgdo da reta serd dada por
Y =DYo-

3. Se a reta € paralela ao eixo y, todos os pontos da reta tém a mesma abscissa e a
equacao sera dada por x = x,.

EQUACAO GERAL
Teorema

“A toda reta r do plano cartesiano esta associada ao menos uma equacgao da forma
ax + by +c =0, onde a,b,c sdo numeros reais, a # 0 ou b # 0, e (x,y) representa

um ponto genérico de r”.
Demonstracao

Sejam Q(xq1,y1) € R(x,,y,) dois pontos distintos do plano cartesiano. Isto

significa que x4, y;, x5, ¥, S&0 numeros reais (constantes) conhecidos.

ylk

=Ry

Equacéo geral da reta.
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Seja r a reta definida pelos pontos Q e R. Se P(x,y) é um ponto que percorre

a reta r, entdo x e y sao variaveis. Como P, Q, R s&o colineares, temos

necessariamente:
x y 1
xy y1 11 =0.
X, Yy, 1

Desenvolvendo esse determinante pela Regra de Laplace, temos:

X1 )
X2 Y2

V1
Y2

X1

SRS

|- =0

1= ¥2)-x+ (X3 —x3).y + (1Y, —x2y1) =0
[ — | | S —
a b c

Fazendo y, —y, =a, x, —x; = b e x;v, — x,y; = ¢, decorre que todo ponto

P € r deve verificar a equacao
ax+ by +c=0. (7)

chamada equacao geral de r.
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GEOMETRIA ANALITICA: CIRCUNFERENCIA
EQUACAO REDUZIDA DA CIRCUNFERENCIA

Definicdo: O conjunto de todos os pontos P de um plano a equidistantes de um

ponto fixo € chamado circunferéncia.

O ponto fixo O chama-se centro da circunferéncia e a distancia constante &

denominada raio r da circunferéncia.
Circunferéncia = {P € a; OP =r}

Consideremos a circunferéncia A de centro O(a, b) e raio r.

Circunferéncia.

Um ponto P(x,y) pertence a 4 se, e somente se, a distancia OP é igual ao

raior.
Pel =0P=r

Chama-se equacdo da circunferéncia aquela que satisfeita por todo ponto
P(x,y) pertencente & curva. E imediato que um ponto genérico P € A verifica a

condicdo OP = r, portanto, pela férmula de distancia entre dois pontos, temos:

d(0,P)=\/(x—a)®2+(y—b)? =r.

Elevando ambos os membros ao quadrado, temos a equacio reduzida da

circunferéncia:

(x—a) + (y—-b)? =1 (8)
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Observacao:

No caso geral de o centro da circunferéncia estar na origem do sistema de

eixos coordenados, ou seja, a = b = 0, a equacao da circunferéncia é x* + y? = r2.

EQUAGCAO NORMAL DA CIRCUNFERENCIA
Desenvolvendo-se a equacao reduzida (8), obtemos:
(x—a)+@—-hb)3?=1r2 2x2-2ax+a’*+y*—-2by+b*—1r2=0>

x* + y?> —2ax — 2by + (a®> + b* —1%) = 0. 9)

Esta Gltima é chamada equacdo normal da circunferéncia.

DETERMINACAO DE CIRCUNFERENCIAS

Em Geometria Analitica, “obter” ou “construir” ou “determinar” uma
circunferéncia significa obter a sua equacdo (x — a)? + (y — b)? = r?, pois, tendo-se
a equacéo, estdo determinados o centro O(a, b) e raio r e, assim, a circunferéncia

esta localizada perfeitamente no plano cartesiano.

A maioria dos problemas de determinacéo de circunferéncia apresenta como
incégnitas a,b e r, portanto, necessita de trés equacdes independentes para ser

resolvida.

Dessa forma, dados trés pontos P(xy,y1), R(x,,y2) € S(x3,y3) pertencentes a
circunferéncia A: (x — a)? + (y — b)? = r2, para determinar os valores de a, b e r,
basta substituir as coordenadas de P, R e S, na equagédo da circunferéncia, obtendo-

se o0 sistema com trés equacdes abaixo.

(1 —a)? + (= b)? =72
(rz —a)* + (y, —b)? =712 (10)
(s —a)?+ (s —b)? =r?
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POSICOES RELATIVAS ENTRE PONTO E CIRCUNFERENCIA

Dados um ponto P(x,,y,) € uma circunferéncia 4, de centro O(a, b) e raio r,

as possiveis posicoes relativas de P e 4 séo:
1° Caso. O ponto P pertence a circunferéncia 4

Nesse caso, as coordenadas do ponto devem satisfazer a equacdo da

circunferéncia, e a distancia entre P e O € igual ar,isto &, d(0,P) =r.

P

Posicao relativa entre ponto e circunferéncia.

Isto €, substituindo as coordenadas do ponto P(x,, y,) ha equacao da circunferéncia,

temos: (xg —a)? — (yo—b)>—1%=0.

2° Caso. O ponto P é interno a circunferéncia 4

Nesse caso, a distancia do ponto ao centro € menor que o raio, isto é, d(0,P) <.

Posicao relativa entre ponto e circunferéncia. Fonte: préprio autor.

Isto é: (xo —a)? — (yo— b)> —1%* <0.
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3° Caso. O ponto P é externo a circunferéncia 4

Nesse caso a distancia do ponto ao centro é maior que o raio, ou seja, d(0,P) > r.

Posicéo relativa entre ponto e circunferéncia.

Isto é: (xo — a)? — (yo— b)> —1% > 0.

POSICOES RELATIVAS ENTRE RETA E CIRCUNFERENCIA
INTERSECAO

Dadas uma reta s:ax+by+c=0 e uma circunferéncia A:(x —a)? +
(y — b)? = r?, encontrar a intersecdo de s com A € determinar os pontos P(x,y) que

pertencem a ambas.

Para determinar a intersecdo entre a reta t e a circunferéncia 4 é determinar o

ponto P(x,y), que pertence a ambas.
E imediato que P € s e P € 4, portanto, P satisfaz o sistema:

+by+c=0
{ ax + by +c (11)

x-a?+(y—-b?=1r*"

Que pode ser resolvido pelo método da substituicdo.
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POSICOES RELATIVAS

A posicao relativa de uma reta s:ax+ by+c=0 e uma circunferéncia
Ad:(x—a)>+ (y—b)? =r? é determinada pesquisando o nimero de solugées do
sistema:

{ ax+by+c=0
(x—a)>+(y—b)* =17
Aplicando o método da substituicdo, a equacao da circunferéncia se reduz a

uma equacao do 22 grau a uma incognita.

E o discriminante (A) dessa equacdo que define o nimero de solugdes do

sistema e, portanto, a posi¢céo da reta e da circunferéncia.

y A
|A> 0 © secantes |
|A= 0 & tangentes)|
|A< 0 © exteriores| ¢ e
S >
o x

PosicOes relativas entre reta e circunferéncia.

1° Caso. Areta t € tangente a circunferéncia 4

Nesse, caso a distancia do centro da circunferéncia a reta € igual ao raio. A

reta e a circunferéncia ttm um dnico ponto comum.

Note que ¢t L OT.

PosicOes relativas entre reta e circunferéncia.



2° Caso. A reta s é secante a circunferéncia 4

Posicdes relativas entre reta e circunferéncia.

Nesse caso, a distancia do centro da ci

A reta e a circunferéncia tém dois pontos com
Vale as propriedades de reta e da circu

e OM 1 AB.
e M é ponto médio de AB (AB = 2AM).
e Teorema de Pitagoras: (OM)? + (BM)?

rcunferéncia a reta € menor que o raio.

uns.

nferéncia secantes:

= (0B)?.

3% Caso. A reta e é externa a circunferéncia 4

y

A

Posic@es relativas entre reta e circunferéncia.

Nesse caso, a distancia do centro da circunfe

e a circunferéncia ndo tém ponto comum.

réncia a reta € maior que o raio. A reta
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POSICOES RELATIVAS ENTRE DUAS CIRCUNFERENCIAS
INTERSECAO

Dadas duas circunferéncias A;: (x —a;)?+ (y —b))? =1% e Ap(x—ay)?+
(y — b,)? =r,2 achar a intersecdo de A,e 1, é determinar os pontos P(x,y) que

pertencem as duas curvas.
Se P(x,y) pertence a 4,e 1,, entdo P satisfaz o sistema:

{/11: (x—a)?+ (y—by)? =142 (12)

Ay (x — a)* + (y — bp)? =132
gue pode ser resolvido assim:
I. subtrai-se membro a membro as equacdes;

. isola-se uma das duas incognitas da equacao do 12 grau obtida e substitui-se em

uma das equacoes do sistema.

POSICOES RELATIVAS
A posicéo relativa de duas circunferéncias
AM:(x—a)?+(y—b)?=r’e L (x—a)*+ (y—by)* =157

é determinada comparando a distancia C;C, entre 0s centros com a soma r; + 1, ou

com a diferenca |r; — r,| dos raios;

Calculada a distancia entre os centros:

d=CC = \/(a1 —ay)? + (by — by)? , (13)

sao possiveis seis casos distintos:



12 Caso: circunferéncias sem ponto comum exteriormente

Pois

d=C1P1+P1P2+P2C2>d>7‘1+1‘2.

Tl > 0 rZ

yA

55

o

Posic¢Bes relativas entre circunferéncias.

22 Caso: circunferéncias tangentes exteriormente

Pois

d: C1P +PC2

n Ty

y

A

v

Posic¢Bes relativas entre circunferéncias.

32 Caso: circunferéncias tangentes interiormente

Pois

d= Clp_ PC2

y 4

A

v

Posic¢Bes relativas entre circunferéncias.

v



4° Caso: circunferéncias secantes

||T‘1—T‘2|<d<7‘1+1'2

Pois ‘

d= C1P+ C2P2_P1P2<r1+r2 '
11 ) >0
0 x

d:C1P1+P1C2>T'1_T'2.
\ }\_Y_}

12} >0 . . . o
Posices relativas entre circunferéncias.

52 Caso: circunferéncias sem ponto comum interiormente

yA
OSd<|T1—T2||
Pois
d=CIP1 _CZPZ_P1P2 <T1_T2. Pl
2 7 >0 5 >

Posic¢Bes relativas entre circunferéncias.

62 Caso: circunferéncias concéntricas (caso particular do 52 caso)

yﬂ

0 x

Posicdes relativas entre circunferéncias.

56
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GEOMETRIA ANALITICA: SECOES CONICAS
PARABOLA
Definicao

Dados um ponto F chamado foco e uma reta d chamada diretriz, pertencentes

a um plano a, com F ¢ d, seja p a distancia entre F e d. Parabola & o conjunto de

pontos de a que estdo a mesma distancia de F e de d.

parabola = {P € a;d(P,F) = d(P,d)}

Construindo o grafico ponto a ponto temos:

A
W [-mmmmmmmmmmeee s W
/
I} VA /
1
Z ___________ Id ’
! " III
T Z' b
' 1 7
1 1 ’
M M
_____ \
_\\ \‘ I’II
\\\ “ ’III
q N "
I P
D V 2
2 an
R \\\
————— < PN
N’ N K \
1 1 \
1 1 \
' \
rF------- - \
P P Vo
“ \
\
QI ____________ 1 \
\
Q
\
Rl----------c »
R
dv
Parabola.

Assim, temos:

VFE=VD=PP' =QF =QQ' =RF=RR' =SF =SS =--=WF = WW'.
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Elementos principais

F: é o foco da parabola

d: é a diretriz da parabola

p: é o parametro da parabola, de medida FD.

V: é o vértice da parabola e ponto médio de FD.

Reta V'F: eixo de simetria

Relacdo notavel: |VF = g =c

Elementos da parabola.

EQUACAO REDUZIDA

Tomemos em um sistema cartesiano ortogonal xOy, o foco F e diretriz d e o

conjunto de pontos P(x,y) tal que d(P,F) = d(P,d).
Assim, temos as seguintes possibilidades:

1. Parabola com vértice na origem e foco pertencente ao eixo das abscissas

Caso 1A: O foco F esta a direita da diretriz d. x=—c 4
Q=c,y)fEr 7"
x
dav

Equacao reduzida da parabola.
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Como o vértice da parabola é a origem V(0,0), temos:

Foco F(c,0) e diretriz d: x = —c. Logo:

d(P,F)=d(P,Q) & J(x— )2+ (y—0)2 = J(x + )2 + (y — )2
(x—c)?+y%=(x+0c)*
x2—2cx+c?+y*=x%+2cx+c?
Dai,
y? = 4cx. (14)

Caso 1B: O foco F esta a esquerda da diretriz d.

y AX=C
_____ L Q(cy)
. >
vd

Equacéo reduzida da parabola.

Dessa forma, temos o foco F(—c, 0) e diretriz d: x = c. Entéo:

d(P,F)=d(P,Q) ©Jx+)?+(—0?%=/(x—0)?+ (y—y)?
(x+c)+y*>=(x—c)

x%2+2cx +c?+y? =x% - 2cx + c?

Dai,

y? = —4ecx. (15)
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De forma analoga podemos determinar os outros casos da equacao reduzida

da parabola:
2. Paradbola com vértice na origem e foco pertencente ao eixo das ordenadas

Caso 2A: O foco F esta acima da diretriz d.

&A

Equacao reduzida da parabola.

Dessa forma, temos o foco F(0, c) e diretriz d: y = —c. Entao:

d(P,F)=d(P,Q) ©J(x— 02+ (y—c)?=/(x—x)?+(y+c)2 &

x% = 4cy. (16)

Caso 2B: O foco F esta abaixo da diretriz d.
y A

Q(x,¢)

P(x,y)

~~=$ F(0,—c)

Equacéo reduzida da parabola.
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Dessa forma, temos o foco F(0,—c) e diretriz d: y = c. Entao:

d(P,F) =d(P,Q) & J(x - 02+ (y+ )2 =/(x -2+ (y - )2 &

x% = 4cy. (17)

EQUACAO DA PARABOLA COM VERTICE EM QUALQUER PONTO
1. Parabola com vértice V(xy,yy) e reta focal paralela ao eixo das abscissas

Caso 1A: O foco F esta a direita da diretriz d.

A

Qxy —¢,y) [FL--------4

dVV

Equacgéo da parabola com vértice em um ponto qualquer.

Como o vértice da parabola é V(xy, yy), temos:
Foco F(xy + c,yy) e diretriz d: x = x, — c¢. Logo:

d(P,F)=d(P,Q)

SV - +OP+ - =Jx-(w-P+G-y?e
Slx-—x)—cP+-wiP=[k-x)+c* e
ox2-2c(x—xp)+ct+ @ —w)iP=x2+2c(x—xy)+c? &

e (¥ —yv)* = 4c(x — xy). (18)
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Caso 1B: O foco F esta a esquerda da diretriz d.

A

Qxv +¢y)

Equacéo da parabola com vértice em um ponto qualquer.

Como o vértice da parabola é V(xy, yy), temos:

Foco F(xy —c,yy) e diretriz d: x = xy + c¢. Logo:

diP,F)=dP,Q) e Jlx—(y — )P+ -m)2=yJlx— (v +)2+(y-y)?2 e
e (¥ —yv)? = —4c(x — xy). (19)

De forma analoga podemos determinar os outros casos da equacdo da

pardbola, com vértice num ponto qualquer:
2. Parabola com vértice V(xy, yy) e reta focal paralela ao eixo das abscissas

Caso 2A: O foco F esta acima da diretriz d.

F(xy,yv +C) e ___

P(x,y)

V(xy,yv)

Q(x,yy — ©)

a‘lk

Equacéo da parabola com vértice em um ponto qualquer.
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Dessa forma, temos o foco F(xy,yy + c) e diretriz d: y = y, — c. Entéo:

dP,F) =d(P,Q) ® J(x— )2+ [y -+ P =J(x -2 +[y-(w -2 &

e (x—xy)? = 4c(y — yy). (20)

Caso 2B: O foco F esta abaixo da diretriz d.

Q(x,yv +¢)
:;I

v

V(xy,yv)

|
1
|
1
C<
1
1
1
1

T ~e F(xy,yy —©)

Equacéo da parabola com vértice em um ponto qualquer.

Dessa forma, temos o foco F(xy,yy—c) e diretriz d:y=y,+c. Entdo,

analogamente ao caso A, temos:

d(P,F)=d(P,Q) &J(x—x)2+[y— v — )P =Jx -2+ [y - Oy + )2 &

e (x —xp)% = —4c(y — yp). (21)
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ELIPSE
Definicao

Dados dois pontos distintos F; e F,, pertencentes a um plano «, seja 2c a

distancia entre eles.

Elipse é o conjunto de pontos de a, cuja soma das distancias a F; e F, é a

constante 2a(2a > 2c¢).

elipse = {P € a; PF{ + PF, = 2a}

Elipse.

Assim, temos:

AF, + AF, = BF, + BF, = CF, + CF, = --- = LF, + LF, = 2a.

Elementos principais

F, e F,: focos da elipse. E a distancia entre os focos é a distancia focal
(F]_Fz = ZC)
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A, A,: eixo maior da elipse. E sua medida é a soma que consta da defini¢cdo
(AlAZ = 2(1)

B;B,: eixo menor da elipse, cuja medida € 2b.

O: Centro da elipse. E o ponto médio de F;F,, A;A, € B{B,.

E = e: excentricidade da elipse (0 < e < 1).

o
Jury
'y

B,

Elementos da elipse.

Observacdes:
B;F, = 0A,, pois ambos tém medida a.

No triangulo B, OF,, temos o Teorema de Pitagoras:

a’ = b? + 2. (22)

EQUACAO REDUZIDA DA ELIPSE

Tomemos em um sistema cartesiano ortogonal xOy, os focos F; e F, e 0

conjunto de pontos P(x,y) tal que d(P, F,) + d(P, F,) = 2a.

Assim, temos as seguintes possibilidades:
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1. Equacéao da elipse com centro na origem

Caso 1A: Quando os focos séo pertencentes ao eixo das abscissas

B,(0,—-b)

Equacéo reduzida da elipse.

Como o centro da elipse € a origem 0(0,0), temos:

Focos F;(—c,0) e F,(c,0), eixo maior A;(—a,0) e A,(a,0) e eixo menor B;(0,b) e
Bz(o, _b)

Consideremos um ponto P(x,y) qualquer da elipse. Pela definicdo temos:d(P, F;) +
d(P,F,) = 2a

Jax—02+H—-02+/(x+c)?+(y—0)2=2a

\/(x—c)2+y2+\/(x+c)2+y2=2a
(x+ )2 +y%2=4a®—4a/(x — )2 + y2 + (x — ¢)? + y?
4a/(x = )2 +y? = 4a® + (x — ©)? +y? — (x + ) — y?

4a/(x — )2 +y2 = 4a® + x* — 2cx + ¢? — x? — 2¢cx — c?



4a,/(x — )% +y2 = 4a? — 4cx

aJ(x—c)2+y2=a*—cx

a?[(x — c)? + y?] = (a? — cx)?

a’x? — 2a%cx + a®c? + a’y? = a* — 2a%cx + ¢?x?

a’x? + a%c? + a’y? = a* + ¢?x?
a2x2 _ szz + a2y2 — a4 _ aZCZ
(az _ C2)x2 + azyz — aZ(aZ _ CZ)
Na elipse, temos

a’?=b*>+c*> = b®=a?-c?
Substituindo na equacao, obtemos:
b%x? + a?y? = a?b?

Uma vez que ab # 0, vem que:

b2X2 a2y2 a2b2

a’b? a?b? a’b?

Dai,

Essa ultima é chamada equacéo reduzida da elipse.

67

(23)
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De forma anéloga podemos chegar a equacéo para:
Caso 1B: Quando os focos séo pertencentes ao eixo das ordenadas.

Assim, temos focos F; (0, —c) e F,(0, c), eixo maior A;(0,—a) e A,(0,a) e eixo menor

B;(—b,0) e B,(b,0).
Y4400,

B(—b,0)

Az(o, —a)

Equacéo reduzida da elipse.

Consideremos um ponto P(x,y) qualquer da elipse. Entéo:

d(P,F) +d(P,Fy) =2a=+(x—0)2+(y—c)2++/(x+0)2+ (y+¢c)? = 2a
Dai,

—+L =1, (24)

2. Analogamente, podemos obter as equagdes da elipse com centro qualquer.

Considerando o centro da elipse um ponto qualquer O(x,,v,) € 0s eixos da

elipse paralelos aos eixos x e y. Temos 0s seguintes casos:
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Caso 2A: o eixo focal F;F, é paralelo ao eixo x.

ylk
B4
0(xq,
Ay . (%o Yo)‘ A,
Fy F,
B,
(0,0) x

Equacéo da elipse com centro qualquer.

(x—x0)? + (y-y0)? _

2 vz = 1. (25)
Caso 2B: o eixo focal F, F, é paralelo ao eixo y
y A A1
|F1
B, B,
0(x0,¥o)
X
(0,0) .

Equacéo da elipse com centro qualquer.

Y N2
(x—x9) 4 O=yo0)” _ 1. (26)

b2 a?
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HIPERBOLE

Dados dois pontos F; e F,, pertencentes a um plano «, seja 2c¢ a distancia

entre eles. Hipérbole é o conjunto dos pontos de a cuja diferenca (em valor absoluto)

das distancias a F; e F, € uma constante 2a (0 < 2a < 2c¢).

hipérbole = {P € a; |PF, — PF,| = 2a

Hipérbole.

Assim, temos:

INF, — NF,| = 2a.

= |BF1 - BF2| = |CF1 - CF2| = e

|AF, — AF,

Fy

4,

lBl

a

[
— A ———

Aq
~—
c

Fq

Elementos principais

Elementos da hipérbole.
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F, e F,: focos da hipérbole, onde F,F, = 2c¢ é a distancia focal.
A;A,: s@o os vértices hipérbole, onde A;A, = 2a consta da definicao.

B, B,: eixo imaginéario da hipérbole, cuja medida € 2b.

O: Centro da hipérbole. E o ponto médio de F;F,, 4,4, € B,B,.
E = e: excentricidade da hipérbole (e > 1, pois ¢ > a).

Observacdes:

Seja B; um ponto da mediatriz de A;A, tal que o triangulo B;0A4, seja
retangulo em O, com cateto 0OA, = a e a hipotenusa B;4, = c. Assim, chamando de

b a medida do cateto OB, temos, pelo Teorema de Pitagoras:

c? = a? + b? ou ainda b? = c? — a?.

B,

Elementos da hipérbole.

EQUACAO DA HIPERBOLE

Tomemos em um sistema cartesiano ortogonal xOy, com focos F; e F, e 0

conjunto de pontos P(x,y) tal que |PF, — PF,| = 2a.

Assim, temos as seguintes possibilidades:



72

1. Equacéao da hipérbole com centro na origem

Caso 1A: Quando os focos séo pertencentes ao eixo das abscissas.

B, (0, —b)

Equacéo reduzida da hipérbole.

Como o centro da hipérbole é a origem 0(0,0), temos:

Focos F;(—c,0) e F,(c,0), eixo real A;(—a,0) e A,(a,0) e eixo imaginario B,(0,b) e
Bz(o, _b)

Consideremos um ponto P(x,y) qualquer da hipérbole. Pela defini¢cdo, temos:

N+ 2+ G -02-Jx -2+~ 0? =2a

Jax+)2+y2—J(x—c)2+y2=42a

Jax+o)?2+y2=J(x—c)?+y2+2a
Elevando ambos os membros ao quadrado, vem:

(x+0)?+y?2=(x—-0c)?+y?+4a(x — )%+ y2 + 4a?

(x+0)?+y2—(x—c)?—y? —4a? = +4a,/(x — c)? + y?



x2+2cx+c?+y?—x%+2cx — c? —y? — 4a? = +4a/(x — ¢)? + y?

4cx — 4a® = +4a/(x — )2 + y2 = cx — a? = +a\/(x — ©)? + y?
Elevando novamente ambos os membros ao quadrado, obtemos:
c?x? — 2a%cx + a* = a?[(x — ¢)? + y?]

c?x? — 2a%cx + a* = a?[x? — 2cx + c? + y?]

= c2x? — 2a’cx + a* = a®x? — 2a%cx + a%c? + a?y?

= c2x? —a’x? — a’y? = a’c?* - a*

(c? — a®)x? — a?y? = a?(c? — a?)

Mas:

c? = a? + b? ou ainda b? = ¢? — a?

Substituindo ¢? — a? = b?, na equacéo anterior, temos:

b2x? — a?y? = a?bh?

Como ab # 0, vem:

b2x2 a2y2 a2b2

a?b?  a?p? a?p?

Dai,

De forma analoga podemos chegar a equacéo para:

73

(27)
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Caso 1B: Quando os focos séo pertencentes ao eixo das ordenadas.

B1(0,b)

=

N\ Al(O' _a)

YF,(0,—¢)

Equacao reduzida da hipérbole.

Focos F;(0,—c) e F,(0,c), eixo real A,(0,—a) e A,(0,—a) e eixo imaginario B,(—b, 0)
e B,(b,0).

Consideremos um ponto P(x,y) qualquer da hipérbole. Pela defini¢cdo, temos:

PF, — PFy| = 2a = |V = 0)2 + (y = )2 —/(x — 0)Z + (y + )| = 2a
Dai,
Y -1, (28)

2. Analogamente, podemos obter as equacdes da hipérbole com centro em

qualquer ponto.

Considerando o centro um ponto qualquer 0(x,,y,) € 0s eixos da hipérbole

paralelos aos eixos x e y.

Temos 0s seguintes casos:



Caso 2A: o eixo focal F,F, é paralelo ao eixo x

Fl: A1 Az

0(x9,Y0)

7 "

Equacao da hipérbole com centro qualquer.

(x=x0)*  (-y0)? _ 1
a? b2 '

(29)

Caso 2B: o eixo focal F; F, é paralelo ao eixo y.

y A . FZ
A;
0(x0,Y0)
Aq
/ ¢ Fl

v =

Equacao da hipérbole com centro qualquer.

0-y0)?  (x=x0)% _ 1
a? b2

(30)
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APENDICE C — SEQUENCIA DIDATICA

A presente sequéncia didatica € composta de 07 atividades desenvolvidas
para alunos do Ensino Médio sobre os conteudos de Geometria Analitica —
Circunferéncia e Geometria Analitica — Secdes Conicas. As atividades foram
planejadas para ocupar um periodo de 7 horas aulas aproximadamente, em que

cada atividade corresponde a uma hora aula.

Todas as atividades devem ser realizadas pelo aluno com uso de
computador, em um laboratorio de informética, ou com uso de celular em sala de
aula, sempre com orientacdo do professor. O professor funcionard como moderador
gue ajuda o aluno a fazer conjecturas para construir 0s conceitos e as propriedades
dos objetos manipulados.

TITULO: USO DO GEOGEBRA

CONTEUDOS: GEOMETRIA ANALITICA — CIRCUNFERENCIA E GEOMETRIA
ANALITICA — SECOES CONICAS

OBJETIVOS GERAIS:

e Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e
propriedades matematicas, empregando recursos e estratégias como

observacédo de padrdes, experimentacdes, usando tecnologias digitais;

e Investigar propriedades de figuras geométricas, questionando suas
conjecturas por meio da busca de contraexemplos, para refuta-las ou
reconhecer a necessidade de sua demonstracdo para validagcdo, como 0s

teoremas relativos aos contetidos de Geometria Analitica;

e Identificar caracteristicas dos elementos estudados em Geometria Analitica,
tais como coordenadas do centro da circunferéncia, raio da circunferéncia,
vértice da parabola, eixo de simetria da parabola, eixo maior e eixo menor da

elipse, eixo real da hipérbole, etc;
e Determinar uma equacao da circunferéncia;

e Determinar a posicao relativa entre ponto e circunferéncia;



Determinar a posigao relativa entre reta e circunferéncia;
Determinar a posicgao relativa entre duas circunferéncias;
Determinar uma equacéo da parabola;

Determinar uma equacéo da elipse;

Determinar uma equacéao da hipérbole;

MATERIAL NECESSARIO:

Lousa

Projetor

Notebook, PC ou Celular
Material didatico

Caderno

TEMPO: 7 AULAS (50 minutos cada)
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USO DO GEOGEBRA - AULA 1

CONTEUDO: Equagio da circunferéncia

ESTRATEGIA:

No 1° momento, pedir aos alunos para realizar a atividade do contetdo
circunferéncia, usando o geogebra.

No 2° momento, apdés a realizagdo da atividade, realizar as seguintes

perguntas aos alunos:

a) Ao fazer a questdo (1), que caracteristica define uma circunferéncia?
Quais sao seus elementos?

b) Nas questdes (2) e (3), qual a relacdo que se observa entre a construgéo
geométrica e a equacao que ela representa?

c) Ao realizar a questdo (4), conjecture uma equacao para a circunferéncia
dados o seu centro O(a,b) e o raio r.

No 3° Momento, finalizar a aula pedindo para os alunos realizarem o0s
registros pertinentes as definicdes e propriedades da circunferéncia.

ATIVIDADE

1. Usando as ferramentas do geogebra crie uma circunferéncia qualquer.

Obs: No item 1 foi dada a liberdade ao aluno para manipular as ferramentas do
geogebra e escolher a melhor maneira de criar uma circunferéncia.

2. Usando a ferramenta Circulo dados centro e um de seus pontos, crie uma
circunferéncia e visualize sua equacado na janela algébrica.

3. Usando a mesma ferramenta do item 2, crie uma circunferéncia com centro na
origem e raio 3. Compare os itens 2 e 3.

4. Usando a mesma ferramenta do item 2, crie uma circunferéncia:

a) de centro (1,1) e raio 3.

b) de centro (2.3) e raio 4.

c) de centro (-1,5) e raio 2.

d) de centro (-2,-3) e raio 1.

e) de centro (0,2) e raio 3.

f) de centro (4,0) e raio 1.
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USO DO GEOGEBRA - AULA 2

CONTEUDO: Posicao relativa entre ponto e circunferéncia
ESTRATEGIA:

e No 1° momento, pedir aos alunos para realizar a atividade do conteudo
Posicéo relativa entre ponto e circunferéncia, usando o geogebra.

e No 2° momento, ap0s a realizagdo da atividade, realizar as seguintes
perguntas aos alunos:

a) Ao fazer a questdo (1), que relacdo ha entre cada ponto e a
circunferéncia?

b) Ao fazer a questdo (2), como € possivel determinar a relacdo entre o
ponto e a circunferéncia dadas as coordenadas do ponto e a equacao da
circunferéncia?

c) Ao realizar a questédo (3), qual a relacdo entre as coordenadas dos pontos
P, Q, R e o centro C da circunferéncia?

d) Conjecture uma relacdo entre um ponto P(X,y), o centro O(a,b) e o raio r
da circunferéncia, isto é, como determinar a posi¢do relativa entre um
ponto e a circunferéncia.

e) Conjecture uma relacdo entre um ponto P(x,y) e a circunferéncia de
equacdo (x —a)? + (y — b)? = r2.

e No 3° Momento, finalizar a aula pedindo para os alunos realizarem os
registros pertinentes as relacbes e propriedades entre um ponto e a
circunferéncia.

ATIVIDADE
Usando o geogebra faca o que se pede:

1. Crie uma circunferéncia de equacéo x2 + (y — 2)? = 9. Localize os pontos P(1,5),
Q(0,4) e R(3,2). Estabeleca relagcbes entre o raio e a distancia entre o centro e cada
um desses pontos. (Use a ferramenta Relacéo)

2. Verifigue se o ponto E(-3,2) € interior, exterior ou pertence a circunferéncia de
equacdo x2 +y?2 -2y -3 =0.

Use a mesma ferramenta do item 1 para relacionar os dois objetos .




3. Usando o geogebra, crie a figura abaixo.

A\ A&

yl

Uso do geogebra aula 2.

Responda as questdes:

a) Qual é a equacdo reduzida da circunferéncia de centro C?

b) Quais as coordenadas do ponto R, cuja distancia ao centro € 1?
¢) Quais as coordenadas do ponto P?

d) Quais as coordenadas do ponto Q, cuja distancia ao centro é 5?
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USO DO GEOGEBRA - AULA 3

CONTEUDO: Posicéo relativa entre reta e circunferéncia
ESTRATEGIA:

e No 1° momento, pedir aos alunos para realizar a atividade do contetdo
Posicao relativa entre reta e circunferéncia, usando o geogebra.

e No 2° momento, ap0s a realizagdo da atividade, realizar as seguintes
perguntas aos alunos:

a) Ao fazer a questédo (1), quais as posigcoes relativas entre uma reta e
uma circunferéncia?

b) Ao fazer a questdo (1), sabendo as coordenadas do centro da
circunferéncia e seu raio e dada a equacdo da circunferéncia, como
determinar a posicao relativa entre cada reta e a circunferéncia?

c) Ao fazer a questdo (2), na janela grafica do geogebra, € possivel
visualizar os possiveis valores de k que determinam a posi¢ao entre a
reta e a circunferéncia?

d) Ao fazer a questdo (2), que procedimentos algébricos sdo necessarios
para encontrar o valor de k e, consequentemente, determinar a posicéo
relativa entre a reta e a circunferéncia?

e) Como determinar a posicdo entre uma reta e a circunferéncia, dadas
suas equacoes?

e No 3° Momento, finalizar a aula pedindo para os alunos realizarem o0s
registros pertinentes as propriedades e relacdes entre uma reta e uma
circunferéncia.

ATIVIDADE
Usando o geogebra faca o que se pede:

1. Determine a posi¢ao relativa entre a reta s e a circunferéncia A nos casos a
seqguir:

a)six+y=6el(x—12%+(y—-1)2=8
b)ysix—y=1elx?+y?=1

c)s:y=x+3erx?+y?—2x=0

2. Obtenha os valores de k para que a reta s:y=x+k seja tangente a
circunferéncia 2: x2 + y2 — 9 = 0.
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USO DO GEOGEBRA - AULA 4

CONTEUDO: Posico relativa entre duas circunferéncias
ESTRATEGIA:

e No 1° momento, pedir aos alunos para realizar a atividade do contetdo
Posicéo relativa entre duas circunferéncias, usando o geogebra.

e No 2° momento, ap0s a realizagdo da atividade, realizar as seguintes
perguntas aos alunos:

a) Ao fazer a questdo (1) quais as posi¢cdes que duas circunferéncias
podem ter, uma em relacao a outra?

b) Ao fazer a questéo (1), sabendo as coordenadas do centro e a medida
do raio das duas circunferéncias, como determinar a posicao relativa
entre elas?

c) Ao fazer a questdo (1), que procedimento algébrico pode ser feito para
determinar as posicdes relativas entre as circunferéncias?

d) Como determinar a posicao relativa entre duas circunferéncias, dadas
suas equacdes?

e) Ao fazer a questéo (2), que procedimentos algébricos sdo necessarios
para determinar a equacao da reta que passa pelos pontos A e B?

e No 3° Momento, finalizar a aula pedindo para os alunos realizarem o0s
registros pertinentes as propriedades e relagdes entre duas circunferéncia.

ATIVIDADE

Usando o geogebra faca o que se pede:

1. Determine a posicao relativa entre as circunferéncias 4, e 1,.
aAA:(x+2)2+(y—12)2=169e A,: x> +y2 -6y +9 =25

b) Ai:x2+y?=25eA,:x2+y? =16

C)A:(x+3)2+y?=1ed:(x+1?+y2=1

2. Determine a equacao da reta AB, onde A e B sao o0s pontos de intersecao entre
as circunferéncias de equacgoes:

Aix?+y2—2x—8y+13=0eA,:x2+y?—8x—2y+7=0
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USO DO GEOGEBRA - AULA S5

CONTEUDO: Secbes conicas — Parabola
ESTRATEGIA:

e No 1° momento, pedir aos alunos para realizar a atividade do conteudo
Secbes Conicas - Pardbola, usando o geogebra.

e No 2° momento, ap0s a realizacdo da atividade, realizar as seguintes
perguntas aos alunos:

a) Ao fazer a questdo (1), que relagédo é notavel entre a distancia de um
ponto P(x,y) da parédbola ao foco F e a reta diretriz d?

b) Que propriedade define a parabola?

c) Ao fazer a questdo (1), que equacao representa a parabola de foco
F(c,0), a reta diretriz d de equacédo x = —c?

d) Ao fazer a questédo (2), Dado o foco F(0,c) e a reta diretriz d:y = —c,
qgue férmula determina uma equacao da parabola?

e) Quais as diferencas entre a equacdo da parabola das questbes (1) e
(2)?

e No 3° Momento, finalizar a aula pedindo para os alunos realizarem o0s
registros pertinentes a definicdo e as propriedades de uma parabola.
ATIVIDADE
Usando o geogebra faca o que se pede:

1. a) Crie uma reta que passa pelos pontos A(-2,1) e B(-2,2), para isso, selecione a
ferramenta “reta” e localize os pontos A e B. A reta tera como equacao x = —2, e é
denominada reta diretriz d da parabola.

b) Localize o ponto F(2,0), que é denominado como foco da parabola;

c) Crie a parabola, clicando na ferramenta parabola, em seguida no foco F(2,0) e na
diretrizd: x = —2;

Observe a parabola e sua equacédo. O que € notavel?

d) Localize alguns pontos sobre a parabola, usando a ferramenta ponto. Em seguida
use a ferramenta segmento e una esses pontos ao foco F e a diretriz d;

e) Usando a ferramenta distancia, comprimento ou perimetro clique sobre os
segmentos criados na etapa 1(d), para determinar seus comprimentos. O que é
notavel?
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2. a) Crie uma reta que passa pelos pontos A(1,-4) e B(2,-4), basta selecionar a
ferramenta “reta” e localizar os pontos A e B. A reta tera como equagdo y = —4, a
qual sera a reta diretriz d da parabola.

b) Localize o ponto F(0,4), que seré o foco da parabola;

c) Crie a parabola, clicando na ferramenta parabola, em seguida no foco F(0,4) e na
diretriz d: y = —4;

d) Observe a parabola e sua equacao. O que é notavel?

e) Localize alguns pontos sobre a parabola, usando a ferramenta ponto. Em seguida
use a ferramenta segmento e una esses pontos ao foco F e a diretriz d;

f) Usando a ferramenta distancia, comprimento ou perimetro clique sobre os
segmentos criados na etapa 2(e), para determinar seus comprimentos. O que €&
notavel?
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USO DO GEOGEBRA - AULA 6

CONTEUDO: Segdes conicas — Elipse
ESTRATEGIA:

e No 1° momento, pedir aos alunos para realizar a atividade do contetdo
Secdes Conicas - Elipse, usando o geogebra.

e No 2° momento, ap0s a realizagdo da atividade, realizar as seguintes
perguntas aos alunos:

a) Ao fazer a questdo (1), que relacdo é notavel entre um ponto P(x,y) e
os focos da elipse?

b) Que propriedade define a elipse?

c) Ao fazer a questédo (1) e (2), qual a equacdo que representa a elipse
com centro na origem e semieixo maior, paralelo ao eixo x, de medida
a e semieixo menor, paralelo ao eixo y, de medida b?

d) Ao fazer a questdo (3), qual a equacdo que representa a elipse com
centro na origem e semieixo maior, paralelo ao eixo y, de medida a e
semieixo menor, paralelo ao eixo x, de medida b?

e No 3° Momento, finalizar a aula pedindo para os alunos realizarem 0s
registros pertinentes a definicdo e as propriedades de uma elipse.

ATIVIDADE
Usando o geogebra faca o que se pede:

1. a) Localize no plano os pontos A(-4,0), B(4,0), que sdo denominados focos da
elipse e o ponto C(0,2) que sera um ponto da elipse, isto &, C pertence a elipse;

b) Usando a ferramenta Elipse, clique nos focos A e B e depois no ponto C;
c) Observe a elipse e sua equacdo. O que é notavel?

d) Usando a ferramenta Intersecc¢éo de dois objetos selecione a elipse e 0 eixo X,
dessa forma serdo determinados os pontos D e E, esses pontos formam o que é
denominado eixo maior da elipse;

e) Use a ferramenta Distancia, comprimento ou perimetro e determine o
comprimento do eixo maior da elipse;

f) Localize um ponto F qualquer sobre a elipse, usando a ferramenta Ponto. Em
seguida use a ferramenta Segmento e ligue o ponto F aos focos A e B;

g) Usando a ferramenta Distancia, comprimento ou perimetro clique sobre os
segmentos criados na etapa 1(f), para determinar seus comprimentos. Usando a
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ferramenta Mover desloque o ponto F sobre a elipse e determine a relacdo entre os
comprimentos dos segmentos AF e BF e o comprimento do eixo maior DE. O que é
notavel?

2. a) Localize no plano os pontos A(-3,0), B(3,0), que seré&o os focos da elipse e o
ponto C(0,4) que serd um ponto da elipse;

b) Usando a ferramenta Elipse, clique nos focos A e B e depois no ponto C;
c) Observe a elipse e sua equacdo. O que é notavel?

d) Use a ferramenta Segmento e crie um segmento de reta de extremidades D(5,0)
e E(-5, 0), esses pontos formam o eixo maior da elipse;

e) Use a ferramenta Distancia, comprimento ou perimetro e determine o
comprimento do eixo maior da elipse;

f) Localize um ponto F qualquer sobre a elipse, usando a ferramenta Ponto. Em
seguida use a ferramenta Segmento e ligue o ponto F aos focos A e B;

g) Usando a ferramenta Distancia, comprimento ou perimetro clique sobre os
segmentos criados na etapa 1(f), para determinar seus comprimentos. Usando a
ferramenta Mover desloque o ponto F sobre a elipse e determine a relacdo entre os
comprimentos AF e BF e o comprimento do eixo maior DE. O que é notavel?

3. a) Localize no plano os pontos A(0,3), B(0,-3), que serédo os focos da elipse e o
ponto C(1,0) que sera um ponto da elipse;

b) Usando a ferramenta Elipse, clique nos focos A e B e depois no ponto C;
c) Observe a elipse e sua equacédo. O que é notavel?

d) Usando a ferramenta Interseccéo de dois objetos selecione a elipse e 0 eixo X,
dessa forma serdo determinados os pontos D e E, esses pontos formam o que é
denominado eixo maior da elipse;

e) Use a ferramenta Distancia, comprimento ou perimetro e determine o
comprimento do eixo maior da elipse;

f) Localize um ponto F qualquer sobre a elipse, usando a ferramenta Ponto. Em
seguida use a ferramenta Segmento e ligue o ponto F aos focos A e B;

g) Usando a ferramenta Distancia, comprimento ou perimetro clique sobre os
segmentos criados na etapa 1(f), para determinar seus comprimentos. Usando a
ferramenta Mover desloque o ponto F sobre a elipse e determine a relagdo entre os
comprimentos AF e BF e o comprimento do eixo maior DE. O que é notavel?
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USO DO GEOGEBRA - AULA 7

CONTEUDO: Secdes conicas — Hipérbole
ESTRATEGIA:

e No 1° momento, pedir aos alunos para realizar a atividade do contetdo
Secdes Conicas - Hipérbole, usando o geogebra.

e No 2° momento, ap0s a realizagdo da atividade, realizar as seguintes
perguntas aos alunos:

a) Ao fazer a questdo (1), que relacao é notavel entre um ponto P(x,y) e
os focos da hipérbole?

b) Que propriedade define a hiperbole?

c) Ao fazer a questdo (1) e (2), qual a equacdo que representa a
hipérbole com centro na origem e semieixo maior, paralelo ao eixo X,
de medida a e semieixo menor, paralelo ao eixo y, de medida b?

d) Ao fazer a questéo (3), qual a equacao que representa a hipérbole com
centro na origem e semieixo maior, paralelo ao eixo y, de medida a e
semieixo menor, paralelo ao eixo x, de medida b?

e No 3° Momento, finalizar a aula pedindo para os alunos realizarem o0s
registros pertinentes a definicdo e as propriedades de uma hipérbole.

ATIVIDADE

Usando o geogebra faca o que se pede:

1. a) Localize no plano os pontos A(5,0), B(-5,0), que serao os focos da hipérbole e o
ponto C(10,-5) que sera um ponto da hipérbole;

b) Crie a hipérbole, usando a ferramenta Hipérbole, clique nos focos A e B e depois
no ponto C;

c) Observe a hipérbole e sua equacéo. O que é notavel?

d) Usando a ferramenta Intersecc¢ado de dois objetos selecione a hipérbole e o eixo
X, dessa forma serdo determinados os pontos D e E, esses pontos formam o que
sdo denominados vértices da hipérbole;

e) Use a ferramenta Distancia, comprimento ou perimetro e determine a distancia
entre os vértices da hipérbole;

f) Localize um ponto F qualquer sobre a hipérbole, usando a ferramenta ponto. Em
seguida use a ferramenta Segmento e ligue ponto F aos focos A e B;
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g) Usando a ferramenta Distancia, comprimento ou perimetro clique sobre os
segmentos criados na etapa 1(f), para determinar seus comprimentos. Usando a
ferramenta Mover deslogue o ponto F sobre a hipérbole e determine a relacdo entre
os comprimentos AF e BF e a distancia entre os vértices D e E da hipérbole. O que é
notavel?

2. a) Localize no plano os pontos A(6,0), B(-6,0), que serdo os focos da hipérbole e o
ponto C(4,0) que sera um ponto da hipérbole;

b) Crie a hipérbole, usando a ferramenta Hipérbole, clique nos focos A e B e depois
no ponto C,;

c) Observe a hipérbole e sua equacao. O que é notavel?

d) Use a ferramenta Segmento e crie um segmento de reta de extremidades C(4,0)
e D(-4, 0), que sédo os vértices da hipérbole;

e) Use a ferramenta Distancia, comprimento ou perimetro e determine a distancia
entre os vértices da hipérbole;

f) Localize um ponto E qualquer sobre a hipérbole, usando a ferramenta ponto. Em
seguida use a ferramenta Segmento e ligue ponto E aos focos A e B;

g) Usando a ferramenta Distancia, comprimento ou perimetro clique sobre os
segmentos criados na etapa 1(f), para determinar seus comprimentos. Usando a
ferramenta Mover desloque o ponto E sobre a hipérbole e determine a relagéo entre
os comprimentos AE e BE e a distancia entre os vértices C e D da hipérbole. O que
é notavel?

3. a) Localize no plano os pontos A(0,7), B(0,-7), que serdo os focos da hipérbole e o
ponto C(0,-5) que serd um ponto da hipérbole;

b) Crie a hipérbole, usando a ferramenta Hipérbole, clique nos focos A e B e depois
no ponto C;

c) Observe a hipérbole e sua equacao. O que é notavel?

d) Use a ferramenta Segmento e crie um segmento de extremidades C(0,-5) e
D(0,5), que sé&o os veértices da hipérbole;

e) Use a ferramenta Distancia, comprimento ou perimetro e determine a distancia
entre os vértices da hipérbole;

f) Localize um ponto E qualquer sobre a hipérbole, usando a ferramenta ponto. Em
seguida use a ferramenta Segmento e ligue ponto E aos focos A e B;



89

g) Usando a ferramenta Distancia, comprimento ou perimetro clique sobre os
segmentos criados na etapa 1(f), para determinar seus comprimentos. Usando a
ferramenta Mover deslogue o ponto F sobre a hipérbole e determine a relacdo entre
os comprimentos AE e BE e a distancia entre os vértices C e da hipérbole. O que é
notavel?
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APENDICE D — AVALIACOES DIAGNOSTICAS

As trés avaliacoes diagndsticas que se seguem foram realizadas em conjunto
com as atividades da sequéncia didatica do Apéndice B e ficam a critério do
professor que se interesse em avaliar os alunos sobre os conteudos de

Circunferéncia e Secdes Conicas.

AVALIACAO 1

1. Determine uma equacao da circunferéncia, dado o centro C e o raio r.

a) C(0,0)er =3 b)C(1,3)er =5 c)C(-41)er=+5

2. Determine as coordenadas do centro C e o raio r da circunferéncia.
a)(x—5?%+(y—2)2=49 b)x?+y?=1

c)x*+ (y+3)* =16 d)x2+y2—4x—8y+19 =0

3.(UFSM-RS) A equacao da circunferéncia que passa pelos pontos P(0,0), Q(1,0) e
R(0,1) é:

a)x?+y2—x—-2y=0 byx?+y2—x—y=0 C)x2+y2=§

d)x?+y2—x=0 e)x?+y?—-2x—y=0

4. Uma circunferéncia tem equacao x? + y? — 10x — 8y + 25 = 0. Determine a
posicao relativa do ponto P em relacédo a circunferéncia.

a) P(1,10) b) P(9,4) c) P(7,3)

5. Determine a posicao relativa de cada reta em relacdo a circunferéncia de equacao
x2+y?—4x—6y+9=0.

arix+y—4=0 b)s:3x +4y—-8=0 C)t:x—2y—15=0

6. Em cada caso, determine a posicéao relativa das circunferéncias.




a)(x+1)?+(@y-1?=2e(x—-2)?2*+(@y+1)?%=5
b) x?+y2=25ex?+y2=16

C)x?+y?—2x=0ex*+y2—-2x—-8y+8=0

91
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AVALIACAO 2

1. Trés dardos séo jogados em um plano cartesiano e acertam uma circunferéncia
de equacdo (x —9)? + (y + 4)? = 25 . Um quarto dardo é jogado e acerta o centro
desta circunferéncia. Entdo, as coordenadas do ultimo dardo sao:

A) (-3,2) B) (3,-2) C) (9,-4) D) (-9, 4) E) (-5, 25)

2. (UFU-MG) Inimeras pinturas e desenhos em tela fazem uso de sobreposicao de
formas circulares, conforme ilustra a figura ao
lado.

Para a representacao gréafica desses trabalhos
artisticos, faz-se necessaria a determinacéo de
elementos geométricos associados. Suponha
que, relativamente a um sistema de
coordenadas cartesianas xOy, duas
circunferéncias, presentes no desenho, sejam
dadas pelas equagdes x> +y?—6y+5=0 e
x2+y?—6x—2y=-6

Assim sendo, a reta que passa pelos centros
dessas circunferéncias pode ser representada

Disponivel em: <http://www.google.com.br>. Pinturas Circulares. Robert Delaunay.
Acesso em: 1° jul. 2012.

a)2x+3y=9 b)2x+3y=-9 c)x+2y=4 dx+2y=-4

3. No plano cartesiano de origem O, a reta de equacado 2x + y - 10 = 0 intercepta
a circunferéncia de equacgdo x? + y2 = 25 nos pontos A e B. A area do triangulo
OAB ¢ igual a:

a) 10 b) 12 c) 8 d) 5 d) 15

4. (Unifor-Ce) Uma circunferéncia A de raio v/2 tem seu centro pertencente as retas
da equacdo x +y =0e x — 2y + 3 = 0. Determine a equacgéo geral de A.

aA)x?+y?—2x+2y—2=0 b)x?+y2+2x—2y+2=0
c)x?+y?—2x—2y=0 d)x2+y2—2x+2y=0
e)x?+y?+2x—2y=0

5.(ENA-PROFMAT) Os lados do quadrado ABCD medem 4 unidades de
comprimento. Sejam M e N os pontos médios dos lados AB e BC, respectivamente.
A area do circulo determinado pelos pontos A, M e N é igual a:

a) 4m b) 61 C) 8m d) 10m e) 12n
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AVALIACAO 3

1. Uma parabola tem como diretriz a reta de equacdo y = —3 e como foco o ponto
(0, 3). Determine a equacéo dessa parabola.

2. Determine a equacéo da elipse de focos F;(—4,0) e F,(4,0) e semi eixo maior a =
5.

3. Uma hipérbole tem focos nos pontos (—5,0) e (5, 0), e seu eixo real mede 6.
Determine sua equacao.

4. Determine a medida do eixo maior e do eixo menor da elipse de equacéo 4x? +
9y? = 36.

5. (Vunesp) A figura representa uma elipse. A partir dos dados disponiveis, a
equacao dessa elipse é:

2 2 2 _7\2
a)x?_i_y?:l b)(x‘gs) +(y12) :1 ,--_r-'--: ------ -+ 11

—5)2 2 "
(=5 | 0472 _ 4 .

c)(x—=52%+@W-7)?=1 d) 5 e : '

(t3)? L =9 _ 4
5 7

e)

=

6. Na elipse representada na figura, a circunferéncia inscrita tem raio 2, centro na
origem e passa pelos focos F1 e F2 da elipse. Determine uma equacéo da elipse.

Ay
B

i O_y
B1

v




7. (Cefet-RJ) Observe a figura abaixo, onde estdo representadas uma reta e uma
paradbola y = x? — 1. Pergunta-se:

a) Quais os pontos de intersec¢do da reta com a parabola?
b) Qual a equacéo da reta?

v
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APENDICE E: QUESTIONARIOS REALIZADOS COM PROFESSORES E ALUNOS

QUESTIONARIO 1 — ALUNO

Parte 1

Numa escala de 0 a 5, na qual o 0 (zero) indica NENHUM e o 5 indica BASTANTE,
como vocé classifica o seu nivel de conhecimento sobre cada uma do seguintes
conteudos de Matematica?

1. Geometria Plana.

0) (1) ) 3) (4) ®)
2. Trigonometria.
0) (1) ) ®3) (4) ®)

3. Algebra (tais como produtos notaveis, completamento de quadrados,
sistema de equacdes, féormula de Bhaskara, etc.)

() (1) ) 3) (4) (5)

Parte 2

4. Como vocé classifica o teu desempenho no estudo das funcdes afins e
quadraticas?

() Péssimo. ( )Ruim. ( ) Regular. ( )Bom. ( ) Otimo.

5. Nas aulas de matematica, vocé compreende melhor o assunto quando o professor
apenas apresenta as formulas prontas ou quando ele enfatiza as demonstracdes?

() Tanto faz. ( ) Férmulas prontas. () Demonstracdes.
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QUESTIONARIO 2 — ALUNO

1. Como vocé avalia a maneira como o conteudo foi trabalhado em sua sala,
com o uso do softwares/aplicativo geogebra?
() gostei muito () gostei () gostei um pouco
( ) achei razoavel () néo gostei de jeito nenhum

2. Vocé acredita que o estudo de Geometria Analitica através dessa
abordagem, com o uso do geogebra, facilitou a tua aprendizagem do
conteado?

() Completamente.
() Mais ou menos.
() Um pouco.

( ) Nem um pouco.

3. O quanto vocé acha que aprendeu do conteudo, Geometria Analitica
estudado, com essa nova abordagem, usando o geogebra?
() Menos de 10%.
() Aproximadamente 30%.
() Aproximadamente 50%.
() Aproximadamente 75%.
() Mais de 80%.

4. Quais as maiores dificuldades encontradas por vocé no uso do
software/aplicativo geogebra?
() As ferramentas do aplicativo eram confusas.
( ) Eu nado possuia préatica no uso de aplicativos ou softwares de geometria.
() Relacionar as informac¢des geométricas com as algébricas.
() Nao tive problema em usar o software/aplicativo.
() Outras.
Especificar:
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QUESTIONARIO - PROFESSOR

Algumas das questbes propostas a seguir podem ser marcadas em mais de

um item.

1.

~—

(
(
(
(
(

Quando vocé leciona matematica para turmas da 3% Série do Ensino
Médio, vocé aborda o ensino da Geometria Analitica?

) Sim ( ) Nao () As vezes, dependendo da turma
Quando vocé ensina Geometria Analitica, para turmas da 32 Série do
Ensino Médio, qual parte vocé aborda com mais profundidade?

) Geometria Analitica — Ponto e reta

) Geometria Analitica — Circunferéncia

) Geometria Analitica — Se¢des Conicas

Quando vocé ensina Geometria Analitica para turmas da 32 Série do
Ensino Médio vocé costuma:

Fazer uso de demonstracdes?

( )Sim ( )Nao

Fazer uso de Softwares ou Aplicativos de Geometria?

( )Sim ( )Nao

Em sua opinido, quais as principais dificuldades relacionadas ao ensino de

Geometria Analitica?

) Geometria analitica é dificil para o professor explicar.
) Geometria analitica é dificil para o aluno entender.
) Os alunos ndo tem base para aprender Geometria analitica.

) Nao acho essencial o ensino de Geometria analitica no Ensino Médio.

) Nas turmas que leciono ndo ha tempo para abordar contetdos de

Geometria analitica.

(
(

) Nao existem recursos didaticos adequados disponiveis.
) Outras.




