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RESUMO

No ensino da matematica € salutar a apresentacao de aplicacées de seus conteu-
dos ao cotidiano, ndo apenas os problemas ficticios, mas também os problemas reais,
gue estejam presentes na vida dos alunos. Com base nisso, sera realizada a tarefa
de analisar alguns dos problemas da obra histérica de Leon Battista Alberti, intitulada
“Matematica Ludica”, visando criar um material didatico que possa auxiliar os profes-
sores da Educacao Basica. No estudo, foi utilizada uma obra que apresenta técnicas
para solucionar problemas matematicos. Nesse sentido, foram selecionadas algumas
técnicas para analisar e expor 0s conceitos matematicos presentes em cada uma de-
las, tais como Medidas, Areas e Semelhanca, que constituem bases fundamentais
para a resolucdo dos problemas estudados. Com base nisso, podem-se criar aulas
praticas que incentivem a participagdo ativa dos alunos e tornem os conteudos mais
relevantes para suas vidas? Para abordar essa questao, utilizou-se a aplicagéo de
um problema em uma turma do 2% ano do Ensino Médio, analisando a viabilidade
pratica das técnicas estudadas. Essa abordagem permitiu estabelecer conexées com
situagdes do mundo real, destacando a utilidade e aplicabilidade dos conceitos mate-
maticos na vida cotidiana dos alunos. Foi identificado que a maioria dos estudantes
obteve um maior conhecimento com a aplicagéo real do conteudo envolvido.

Palavras-chave: Matematica Ludica, Leon Battista Alberti. Medidas. Areas e Seme-
lhanca. Aplicacoes.



ABSTRACT

In mathematics education, it is beneficial to present applications of its contents to every-
day life, not only fictional problems but also real-life issues that are present in students’
lives. Based on this, the task of analyzing some problems from the historical work of
Leon Battista Alberti, entitled “Ludic Mathematics”, will be carried out, aiming to create
educational material that can assist teachers in Basic Education. In the study, a work
that presents techniques for solving mathematical problems was used. In this regard,
some techniques were selected to analyze and present the mathematical concepts
present in each of them, such as Measurements, Areas, and Similarity, which consti-
tute fundamental bases for solving the studied problems. Based on this, can practical
lessons be created to encourage active student participation and make the contents
more relevant to their lives? To address this question, the application of a problem in
a 2nd-year high school class was used to analyze the practical viability of the studied
techniques. This approach allowed establishing connections with real-world situations,
highlighting the utility and applicability of mathematical concepts in students’ daily li-
ves. It was identified that the majority of students gained a better understanding with
the real-life application of the content involved.

Keywords: Ludic Mathematics, Leon Battista Alberti. Measurements. Areas and Si-
milarity. Applications.
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INTRODUGAO

Este trabalho aborda a analise de alguns dos problemas da obra Matematica Lu-
dica de Leon Battista Alberti, intitulada Ludi rerum mathematicarum (Traduzida para o
Portugués como Matematica Ludica), publicada por volta de 1452, cuja data certa ndo
€ conhecida, pois 0 manuscrito original esta perdido até hoje. O estudo foi realizado
em uma edicao apresentada, traduzida e comentada por Pierre Souffrin e traduzida
para o Portugués por André Telles. Por ndo ser uma edicdo original, ndo ha uma
rigorosa noc¢ao do texto original, 0 que resulta em erros que sdo apresentados e co-
mentados pelo autor dessa edigao.

A referida obra foi dedicada ao principe Meliaduse, marqués d’Este, em aten-
dimento tardio ao pedido deste para a solugdo dos referidos problemas. Texto de

(Alberti, 2006) ao principe:

Vossa paciéncia talvez tenha sido compensada pelo prazer que espero sin-
tais ao conhecer as coisas bastante divertidas que aqui encontrareis reuni-
das, ou até mesmo ao po-las em prética e delas se servir. Empenhei-me em
descreve-las mui claramente; devo porém salientar que se trata de matérias
bem sutis, cuja exposicdo ndo dispensa o leitor de um esfor¢co de atencéo.
[...] encontrareis [aqui] coisas notabilissimas (ALBERTI, 2006, p. 28).

O livro encontra-se dividido em duas partes: a Primeira Parte contém problemas
gue envolvem medidas com menor dimenséo, tais como altura de torre, largura de rio
e profundidade de pogo. Ja a Segunda Parte trata de problemas que envolvem gran-
des medidas, como, por exemplo, grande profundidade de agua, medicao de tempos,
calculo de areas de grandes campos, elaboracdo do mapa de uma cidade, calculo de
grandes distancias, entre outros.

Lendo a obra, percebe-se a importancia dos problemas para a Educacgao Basica,
onde eles podem ser aplicados, estabelecendo uma boa relagéao entre teoria e pratica.
Isso despertou o interesse em resgatar essa obra histérica, a fim de proporcionar uma
contribuigédo relevante para o ensino da mateméatica. Dessa forma, é possivel oferecer
aulas praticas, lidando com problemas reais e utilizando materiais simples presentes
na vida do aluno.

O trabalho consiste em um estudo de alguns dos problemas apresentados nessa
obra histérica, a qual apresenta procedimentos para a resolugcao de problemas da
época, que mantém sua relevancia para os problemas atuais. Serao analisados trés

problemas da Primeira Parte do livro e dois da Segunda Parte, alguns dos quais estao
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divididos em casos. Um desses problemas foi selecionado para propor uma aplicacao
em sala de aula.

A escolha dos problemas foi feita pela relagdo com o cotidiano do aluno e tam-
bém pela correspondéncia dos conteudos matematicos de cada problema com a Edu-
cacao Basica. Para garantir a aplicacdo correta das técnicas propostas por (Alberti,
2006) , € essencial realizar uma revisdo completa, englobando a parte teérica mate-
matica e todos os detalhes necessarios para evitar erros.

Produzir um material didatico para apoiar os professores da Educacao Basica,
tanto do anos finais do Ensino Fundamental quanto do Ensino Médio, é o objetivo
deste trabalho, uma vez que os conteudos abordados na Secdo 1 estdo presentes
nessas modalidades de ensino. Os professores podem abordar esses problemas de
forma pratica em sala de aula, a fim de tornar o aprendizado mais atraente e sig-
nificativo para os alunos. A partir do estudo, o trabalho pode ser aplicado com as
adequacoes necessarias para diferentes niveis de aprendizagem, atendendo as ne-
cessidades dos alunos.

Torna-se possivel desenvolver este trabalho e aplica-lo aos alunos da Educacgéo
Bésica, uma vez que esses procedimentos sdo vidveis em outras situagdes cotidianas,
podendo auxilid-los no desenvolvimento de habilidades de raciocinio légico, resolucao
de problemas e aplicacdo dos conhecimentos adquiridos em sala de aula. A Base
Nacional Comum Curricular - BNCC (Brasil, 2018) destaca que a aprendizagem em
Matematica envolve a compreensao dos significados dos objetos matematicos e suas
aplicacdes, por meio das conexdes que os alunos estabelecem com diversos compo-
nentes e com o cotidiano.

No que diz respeito a estrutura desse trabalho, na primeira se¢éo seréo apre-
sentados os saberes de Medidas, Areas e Semelhanca. Tais contelidos fazem-se im-
prescindiveis para o desenvolvimento dos problemas propostos. E nesta secao, tera
inicio com Medidas, na qual se compreendera o conceito, tanto para medidas “comen-
suraveis” quanto para as “incomensuraveis”, considerando que toda medida detém
um erro tdo pequeno quanto se deseje. Durante o desenvolvimento das técnicas, far-
se-80 as devidas aproximacodes, adequando-as ao propésito de cada procedimento.
Em seguida, ser4 abordado Areas, onde se demonstrardo as férmulas para calcular

Areas das principais figuras planas que emergem nos problemas do livro como vastos
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campos. Além disso, sera apresentada a definicdo geral de Area, entendendo que
essa medida é apropriada para qualquer figura plana, ndo somente para as figuras
poligonais. Por fim, sera tratado o tema de Semelhanca, cuja abordagem & a mais
geral possivel, aplicando-se a uma ampliacao ou reducéao de figuras planas, poligo-
nais e nao poligonais, bem como para figuras espaciais. Com o conhecimento desse
tema, estudar-se-do as dedugdes dos trés casos de Semelhancga de Tridangulos, pois
sao essenciais para o estudo.

Na Secao 2, serdo apresentados trés problemas da primeira parte do livro de
(Alberti, 2006) . No procedimento do Problema 1, sera medida a altura de uma torre,
uma vez que € necessario conhecer a sua distancia até o observador. Esse problema
sera dividido em dois casos, quando é possivel ou nao medir uma parte da torre. Nos
outros dois problemas, serdo analisadas formas de calcular a largura de um rio e a
altura de uma torre, mesmo sem conhecer a sua distancia até o observador e apenas
com o topo visivel. Esses procedimentos sdo aplicacdes claras da teoria dos casos
de Semelhanca de Tridngulos.

Na terceira secao, havera dois problemas da segunda parte do livro. No Pro-
blema 1 serdo estudados os procedimentos relacionados com agrimensura; assim,
sera abordado como calcular a area de varios formatos de campos enormes. Como
os campos tém formas variadas, esse problema sera dividido em cinco casos, per-
mitindo estudar cada caso de forma detalhada. Cada um dos casos representa uma
aplicacéo direta do contelido sobre as Areas de Figuras Planas. Diante de um campo
de formato desconhecido, é possivel dividi-lo em varias figuras conhecidas, como re-
tangulos, triangulos, segmentos circulares e setores circulares, chegando assim a area
aproximada desse campo.

No Problema 2, sera apresentado o procedimento de como calcular grandes dis-
tancias, percebendo essa distancia. Essa distancia também pode ser calculada pelo
procedimento do Problema 2 da Secdo 2, mas nesse caso, sera apresentada uma
nova forma de proceder. Esse problema também é uma aplicacdo dos casos de Se-
melhanga de Tridngulos.

Na quarta se¢ao do material, serd exposta a aplicacao do Problema 3 da Secéo 1
em uma turma do 2° ano do Ensino Médio. Essa etapa sera fundamental para colocar

em pratica a proposta do trabalho, utilizando o material de apoio que foi elaborado.
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O principal objetivo é explorar a efetividade do material didatico e sua capacidade de

aprimorar o aprendizado. Deseja-se compreender se a aplicacdo pratica dos conteu-

dos pode contribuir para uma melhor assimilagdo dos assuntos pelos alunos.
Conforme (Lima, 2007) :

As aplicacdes constituem para muitos alunos de nossas escolas, a parte mais
atraente (ou menos cansativa) da Matematica que estudam. Se forem formu-
ladas adequadamente, em termos realisticos, ligados a questdes e fatos da
vida atual, elas podem justificar o estudo, por vezes arido, de conceitos e
manipulacdes, despertando o interesse da classe. Encontrar aplicagbes sig-
nificativas para a matéria que esta expondo é um desafio e deveria ser uma
preocupacao constante do professor. Elas devem fazer parte das aulas, ocor-
rer t)am muitos exercicios e ser objeto de trabalhos de grupo (LIMA, 2007, p.
144).

Relacionar os problemas ao meio tem como objetivo demonstrar a importancia
de cada conteudo e suas aplicacdes praticas, uma vez que cada definicdo e dedu-
cao apresentadas na Secao 1 possuem uma aplicacdo concreta e relevante para a
realidade. Observa-se que a teoria e a pratica sao partes integrantes do mesmo pro-
cesso, e que ambas sdo cruciais para a compreensao plena e a aplicacao efetiva dos
conceitos estudados.

Considerando os procedimentos de Alberti e 0os objetivos que se deseja alcan-
car, destaca-se a importancia da obra histérica Matematica Ludica para a Educacéo
Basica. Essa obra mostra uma aplicacao contextualizada e materializada dos con-
tetdos envolvidos nesses problemas, ou seja, através de uma aplicagdo de uma aula
pratica utilizando materiais simples, € possivel vivenciar a matematica e proporcionar
“um olhar diferenciado” dos alunos para os problemas que serdo estudados e, conse-

guentemente, para os conteudos correlacionados.



17

1 MEDIDAS, AREA E SEMELHANCA

1.1 MEDIDAS

A matemadtica juntamente com o ato de trabalhar com medidas ainda € um desa-
fio para muitos estudantes apesar de atualmente ter muitos meios para ajudar a medir
as varias grandezas (distancias, alturas, pesos, tempo, entre outras).

Na verdade, o processo de medir é préprio do ser humano e sua abordagem €
de grande importancia. O conteudo de medidas € trabalhado nos anos iniciais e nos
anos finais do Ensino Fundamental mas, também, é de grande importancia no Ensino
Médio.

Considerando que é muito relevante saber o que significa medir, busca-se por
meio de uma andlise dos procedimentos descritos na obra histérica Matematica Lu-
dica, produzida por Leon Battista Alberti (1404 — 1472) em meados do século XV,
entender toda a teoria matematica que embasa cada problema.

Os Parametros Curriculares Nacionais (Brasil, 1998) enfatizam que ao adquirir
conhecimentos sobre esse tema, os estudantes tém a oportunidade de desenvolver
habilidades que os levam a refletir sobre o conceito de medicdo e compreender que
toda medida possui uma margem de erro, isto €, uma certa imprecisdo, mesmo que
insignificante. Essa percepg¢éo auxilia os alunos a compreenderem que a imprecisao
€ uma parte intrinseca do processo de medicao.

Conforme as Orientacdes Educacionais Complementares aos Parametros Curri-

culares Nacionais (Brasil, 2022) :

A Geometria, na perspectiva das medidas, pode se estruturar de modo a ga-
rantir que os alunos aprendam a efetuar medicées em situacdes reais com a
precisao requerida ou estimando a margem de erro. Os conhecimentos sobre
perimetros, areas e volumes devem ser aplicados na resolugao de situagoes-
problema (BRASIL, 2022, p. 124).

(Alberti, 2006) mostra os diferentes procedimentos, como medir a altura de uma
torre, medir a largura de um rio, medir grandes distancias, entre outros. Ao qual ha
uma exigéncia da utilizacao desses conceitos usando métodos e instrumentos simples
para realizar medigoes.

Ao medir, faz-se a comparacao de grandezas de mesma espécie. Apenas se
toma uma grandeza como padrdo e a compara com outra grandeza na qual se deseja

medir.
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Nessa comparacao de medidas, ocorrem dois casos: Segmentos Comensura-
veis ou Segmentos Incomensuraveis. Segmentos Comensuraveis sao aqueles que
podem ser medidos com a unidade padrdo previamente estabelecida, enquanto os

Incomensuraveis sao aqueles que nao podem ser medidos com essa unidade.
1.1.1 Segmentos Comensuraveis

Dados um segmento AB qualquer, um segmento unitario u fixado e A; como um
ponto situado em AB, tal que AA; e A;B sao congruentes ao segmento u. Nesse
caso, pode-se expressar AB = 21, ou, por conveniéncia, denotamos AB = 2.

Consideram-se dois pontos A; e A, situados em AB, de tal maneira que os
segmentos AA;, A1 A, e Ay, B sejam congruentes ao segmento u. Nesse caso, pode-
se afirmar que AB = 3u e, portanto, AB = 3.

Generalizando, supde-se que existem n — 1 pontos Ay, As, As,--- , A,_; Situados
em AB, de modo que os segmentos AA;, A A,, AsAs, ---, A,_1 B sejam todos con-
gruentes ao segmento unitario u. Nesse caso, pode-se afirmar que AB = n - 7 e,
portanto, AB = n. Desse modo, temos: AA; + AA; + --- + A,_1B = n. Veja Figura
1.1:

Figura 1.1 — Segmentos Comensuraveis

Fonte: O Autor

De fato AB = n, pois, AB é dividido em n segmentos congruentes a u.

Com base nisso, a seguinte pergunta se apresenta: o que acontece se o seg-
mento AB nao conter um numero inteiro de vezes o segmento unitario u?

Entao, considera-se um segmento w menor que o segmento u, de forma que w
caiba n vezes em u e m vezes em AB, onde m, n € N.

Portanto, temos:

S
4
S
S
I

W=—, pois, u=1= AB=m -
n

SE

Observe a Figura 1.2:
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Figura 1.2 — Segmentos Comensuraveis

o>
(I

Fonte: O Autor

Conclui-se que w é um submdltiplo comum de AB e u e, portanto, AB e u s&0

segmentos comensuraveis. Isso significa que AB possui medida inteira ou fracionaria.
1.1.2 Segmentos Incomensuraveis

Em relacdo ao caso anterior, fica a davida se sempre se encontrara um segmento
w que caiba n vezes em um segmento u e m vezes em AB.

Um exemplo claro para mostrar que nem sempre 0s segmentos sdo comensura-
veis é o seguinte:

Considera-se um quadrado de lado 1 e sua diagonal com medida d:

A partir do Teorema de Pitdgoras, temos: > = 12+ 12 = > =2 = d = /2.

Suponha-se que a diagonal d e o lado do quadrado sdo comensuraveis, entao,

d=". Logo:

2
<T> :2:>m2:2n2,
n

que é um absurdo, pois, m? e n? sdo quadrados perfeitos, ou seja, possuem seus
fatores primos uma quantidade par de vezes, uma vez que m? possui uma quantidade
impar do fator 2, posto isso, 2n? ndo pode ser igual a m?.

Portanto, nesse caso, a diagonal de um quadrado e o seu lado sao incomensura-
veis, ou melhor, a diagonal de um quadrado € um namero irracional. Compreende-se
de forma intuitiva o que € um numero irracional, pois néo é tao simples, ou seja, define-
se a medida de um segmento AB que € incomensuravel com o segmento unitario u.
Conforme mencionado por (Lima, 2011) , a distingdo entre um numero racional e um
namero irracional é notavel. Enquanto um numero racional pode ser representado
precisamente como a razao p/q de dois numeros inteiros, um ndmero irracional é ca-
racterizado pela compreensao de seus valores aproximados, que, por sua vez, sao
representados por nUmeros racionais.

Ao dividir dois numeros inteiros 2, com ¢ # 0, ha dois casos a considerar: a
q
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divisao é finita ou infinita periddica. Mas como pode ser garantida a existéncia de um
periodo na divisao infinita? A resposta é que, na divisdo § sempre ha ¢ — 1 restos
possiveis. Portanto, em algum momento, esses restos irdo se repetir, obtendo assim
o periodo desse numero. Por essa razdo, o segmento AB com medida § compeq
inteiros e ¢ # 0, sera sempre comensuravel com o segmento u, 0 que indica que sera
um numero racional.

A vista disso, dado o conjunto dos niimeros reais (R), tem-se que o conjunto dos
nameros irracionais € o conjunto dos numeros reais menos o conjunto dos numeros

racionais (Q) , isto é,

Irracionais = R — Q.

Desse modo, os irracionais completam os racionais na reta real, quer dizer, as fraces
nao integram todas as medidas de segmentos de retas.

Quando se trata de medidas, o valor € expresso por um numero racional, pois
sempre se trata de uma aproximacao, seja por falta ou por excesso. Por exemplo,

sabe-se que 0 numero 7 € irracional, entdo:

3 < <4
3,1 <m<3,2;
3,14 < 7w < 3,15;
3,141 < 7 < 3,142;
3,1415 < 7 < 3, 1416,

e assim por diante.

Desse modo, os numeros {3; 3, 1; 3,14; 3,141;-- - } sdo aproximagodes por falta e
0s numeros {4; 3,2; 3,15; 3,142;---} sdo aproximagdes por excesso do numero irra-
cional 7, uma vez que esses numeros sao racionais. Pode-se notar que, ao medir um
segmento retilineo equivalente a metade do comprimento de uma circunferéncia de
raio 1 com algum instrumento, ndo se encontrara uma medida exata de 7, mas sim
uma medida aproximada, com algum erro. Conforme mencionado por (Lima, 2011) ,
esse erro pode ser tdo pequeno quanto desejado.

Dado isso, sera analisado agora as aproximagdes para um segmento qualquer,

contanto que sua medida seja incomensuravel com o segmento unitario.
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Considera-se AB um segmento incomensuravel com o segmento unitario u, ou
seja, a medida de AB é um nimero irracional. Serao estimados os valores aproxima-
dos de AB, por falta e por excesso.

Se w é um segmento que cabe n vezes em um segmento unitario u e m vezes
em AB, e ainda sobra algo, entdo podemos concluir que m + 1 segmentos iguais a w

tém, em conjunto, uma medida maior que AB. Como segue a Figura 1.3:

Figura 1.3 — Segmentos Incomensuraveis

[l el el | |--1;U--+-1;U-—4

A -;-] A :;5 B

@ = @

L b= T T T [T
U U U F u !

Fonte: O Autor

Como w = <, entdo,

)

™M - AB <
n n

em que, ™ é uma aproximagao por falta e ™1 é uma aproximag&o por excesso.
n n

n

Nota-se que = — = = 1 oy seja, 0 erro é inferior a 1, tanto por falta como por
excesso.

Veja-se um exemplo disso aplicado a um instrumento de medida bastante utili-
zado, para se compreender melhor essas aproximacgoes.

Na Figura 1.4, tem-se um pedaco de régua em centimetros:

Figura 1.4 — Pedaco de uma Régua

A B

8] 1 2 3 = =)

Fonte: O Autor
Considera-se = = 1c¢m e w = 1mm. Assim, w = ; mm. Conclui-se que AB
contém 25 segmentos congruentes a w e ainda sobra um pedaco. No entanto, se
tivesse 25 + 1 segmentos congruentes a w, teria-se um segmento maior que AB.
Entao,
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25 — 25+1 —
— < AB< —=25< AB < 2,6.
10 < < 10 = 2,0 < < 2,

Observa-se que 2,6 — 2,5 = 0, 1 ¢m, ou seja, o erro € de 1 décimo de centimetro
para mais ou para menos.
Em cada procedimento dos problemas de (Alberti, 2006) , 0 objetivo é reduzir os

erros de medidas e obter resultados mais precisos.

1.2 AREAS

Nesta secao, serdo abordadas as Areas, correspondentes a medida de superfi-
cies planas. Sera explorada a medida de area para as principais figuras planas, uma
vez que os problemas da Secdo 3 sao aplicacdes diretas desses conceitos. Cada
area sera cuidadosamente definida, e suas férmulas correspondentes serao deduzi-
das. Além disso, sera apresentada uma definicdo geral de area aplicavel a qualquer

figura plana, independentemente de ser poligonal ou néo.
1.2.1 Area do Quadrado

Sera adotado como medida padrdo um quadrado de lado medindo 1 unidade de
comprimento, denominado de unidade de area.
Sera denotada por A a area do quadrado e por [ a medida do seu lado.

Ha trés casos a serem considerados para a medida [ do lado do quadrado.
1.2.1.1 O lado [ € um Numero Natural

Como [ é natural, entdo a unidade de area cabe um numero inteiro de vezes

dentro de cada lado, ou seja, cabe | vezes em cada lado. Veja Figura 1.5:

Figura 1.5 — Quadrado unitario contido
no quadrado de lado [ natural

bmmm -

Fonte: O Autor
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Assim sendo, a area Ag =1 - 1, logo, Ag = I%.
1.2.1.2 O lado I € um Numero Racional

Considerando que I € um nimero racional, nota-se que [ = ™, em que m € n S&0
nameros naturais.

Nesse caso, sera feita a divisdo da unidade de area em quadrados menores,

cujos lados medem =. Conforme ilustra a Figura 1.6:

Figura 1.6 — Quadrado de lado +
contido no quadrado unitario

-

1
1
1
[ P
1
1
1
[ P
1
1
1
L
[ e |

Fonte: O Autor

Sendo assim, € possivel encaixar n* quadrados de lado % no interior da unidade
de area. Os quadrados de lado % se encaixarao no interior de um quadrado de lado

I = ™. Como segue na Figura 1.7:

Figura 1.7 — Quadrado de lado =
contido no quadrado de lado [ racional

lmmmmmmmmmmm e mmm ey

Fonte: O Autor

Considerando que [ = ™, € possivel encaixar m quadrados de lado % na base e
m desses quadrados na altura, como ilustrado na Figura 1.7. Dessa forma, o quadrado
de lado ! fica dividido em m? quadrados de lado %

Como cabem n? quadrados de lado - no interior da unidade de area, entdo o

quadrado de lado 1 terd area ;.
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A partir disso, tem-se que:

1 m m\ 2
Ay = m2 - —, assim7 A= — = <_> — l2.
Q n2 Q n

Adiante, seréa exposto um exemplo para compreendermos melhor esse processo:

Considera-se um quadrado de lado 5, 34, ou seja, I = 3. Entao, verifica-se que

o quadrado menor terd lado i;. Sendo assim, é possivel encaixar 100? quadrados de

lado {5 no interior da unidade de 4rea. Portanto, obtém-se que sua area seré .

i 4 i 534 4 tval i - 2 1
Considerando que [ € igual a 755, € possivel inserir 534 quadrados de lado ;

em seu interior. Consequentemente, tem-se:

1 5342 (5347
Ap = 5342 . im, Ag = =(—) =534
Q= 53 g assim, Ag = 55 <100) 5

1.2.1.3 O lado [ é um NUmero Irracional

Neste caso, sera mostrado que:

Para todo b,
se:b<l* = b<Ag

se:b>1? = b> Ag

Entéo, tem-se que Ag = 1%

Demonstracao:
12 Parte:
Tem-se r como um ndmero racional, em que vb < r < . Considera-se R como

a area de um quadrado de lado r. Observa-se a Figura 1.8:

Figura 1.8 — Quadrado de lado r racional
contido no quadrado de lado [ irracional

-+

Fonte: O Autor
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Uma vez que vb < r, conclui-se que b < 2, e, portanto, b < R < Ag. Conse-
quentemente, pode-se afirmar que b < Ag.
22 Parte:

Admitindo-se ~ como um ndmero racional em que vb > r > [. Suponha-se R

como a area de um quadrado de lado r, conforme ilustrado na Figura 1.9:

Figura 1.9 — Quadrado de lado [ irracional
contido no quadrado de lado r racional

T

Fonte: O Autor

Se vb > r, entdo conclui-se que b > 2, o que implicaem b > R > Ag. Isso
permite afirmar que b > A.
A partir das 12 e 22 partes, conclui-se que Ag = [?, para qualquer valor positivo

de [ pertencente ao conjunto dos numeros reais.
1.2.2 Area do Retangulo

Considera-se um quadrado de lado (a + b). Esse quadrado pode ser subdividido
em dois retangulos iguais de lados a e b, juntamente com dois quadrados diferentes,

um de lado a e outro de lado b. De acordo com a Figura 1.10:

Figura 1.10 — Retangulo de lados a € b
contido em um quadrado de lado (a + b)

T

Fonte: O Autor

Tomando A como a &rea do retangulo de lados a e b. A seguir, sera determinada
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a sua area.

Dessa forma, compreende-se que a area do quadrado com lado (a + b) é:

(a+0)?=a®+ b+ 24 <
a2 +2ab+ b =a®+ b + 245 —
AR:CLb

Com isso, conclui-se que Ar = ab.
Pode-se utilizar esse processo para demonstrar que Ar = ab, aproveitando o fato
de que a area de um quadrado é conhecida. Além disso, pode-se aplicar a mesma

ideia utilizada para deduzir a area do quadrado para encontrar a area do retangulo.
1.2.3 Area do Paralelogramo

Considera-se um paralelogramo ABC' D contido em um retangulo AECF'.
Supde-se um retangulo com lados a + = € h, € um paralelogramo com lado a e

altura h. Observa-se a Figura 1.11:

Figura 1.11 — Paralelogramo de lado « e altura i
contido em um retangulo de lados (a + z) e h

Fonte: O Autor

Pode-se observar que os tridngulos AEB e CF D sao congruentes e retangulos,

uma vez que possuem lados correspondentes iguais, ou seja, DF = x = BE, FFC =

h=AF e DC = AB. Ao unir esses dois triangulos, forma-se um retangulo com lados
x e h, cuja area € dada por zh.
Sera denominado de Ap a area do paralelogramo ABCD e de Ar a area do

retangulo AECF. Com isso, obtém-se:
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Ap=Ar —zh
= Ap = (a+x)h —zh
= Ap =ah+ zh — zh
= Ap =ah
Assim, constata-se que a area do paralelogramo € o produto da base pela altura.

1.2.4 Area do Triangulo

Considera-se ABC'D um paralelogramo de base b = AD e altura h = BE. Sera

denominado de Ap sua area, conforme apresentado na Figura 1.12:

Figura 1.12 — Representacao geométrica
da area de um triangulo

Fonte: O Autor

Na Figura 1.12, ao tracar o segmento BD, é possivel observar a formagéo de

dois triangulos congruentes, ou seja, AABD é congruente a ACDB, pois possuem

lados correspondentes iguais: AB = DC, AD = BC e BC € comum a ambos 0s
triangulos.

Sera considerado A como a area do triangulo ABD, a qual é igual a area do
triangulo C D B. Entao:

A bh
Ap = TP 5
Esta-se considerando a base b = AD = BC como a base dos triangulos ABD e CDB.
Sendo h a altura do paralelogramo, h» também é a altura dos dois triangulos de base b.

A partir de qualquer tridngulo, é possivel construir um paralelogramo com um
triangulo congruente ao anterior. Portanto, a area de um tridngulo sera sempre a

metade da area de um paralelogramo.
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1.2.5 Definicdo Geral de Area

Prosseguir-se-a agora com a definicdo geral para a area de uma figura plana
qualquer, uma vez que ainda ndo se sabe como calcular a drea de um circulo ou de
outras figuras planas conhecidas.

Conforme (Roque, 2012) argumenta, Arquimedes prop6s uma abordagem em
que ele procurava cercar a figura com duas outras formas cujas areas se alteravam
e se aproximavam da area da figura original, sendo uma dessas areas crescente e a
outra decrescente. No caso do circulo, por exemplo, ele utilizou poligonos inscritos e
circunscritos para envolver a area, aumentando o numero de lados desses poligonos
para que suas areas se aproximassem da area da circunferéncia. Isso levou a conclu-
sao de que Arquimedes empregava um método indireto para calcular a area de figuras
curvilineas

Seja F' uma figura plana arbitraria, sabe-se que sua area (Ar) deve ser um nu-

mero real ndo-negativo. Observa-se a Figura 1.13:

Figura 1.13 — Figura poligonal inscrita e circunscrita
em uma figura nao poligonal

(a) (b)

Fonte: O Autor

Na figura (a), tem-se um poligono P inscrito na Figura F. Seja Ap a sua area.

Com essa condi¢ao, obtém-se:

Ap < Ap

Nota-se que, dado um numero real x < Ap, sempre haverd um poligono P ins-

crito em £, tal que,



29

Na figura (b), tem-se um poligono P’ circunscrito na Figura F'. Sera denotada por

Ap: asua area. Dessa maneira, obtém-se:

Ap < Apr.

E evidente que, dado um ndmero real y > Ar, sempre havera um poligono P’

circunscrito em F', de modo que,
Ap < Ap <.

Pode-se concluir que a area de uma figura plana arbitraria € um namero real nao
negativo, cujas aproximacgoes por falta sdo as areas dos poligonos inscritos e cujas

aproximacoes por excesso sdo as areas dos poligonos circunscritos.
1.2.6 Area do Circulo

Considera-se um circulo ¢ de centro O e raio r. Sera denotada por Ac a sua
area.
Admite-se P um poligono regular inscrito no circulo ¢, tendo n lados de medida

[. Observa-se a Figura 1.14:

Figura 1.14 — Circulo circunscrito em
figuras poligonais regulares

’ \ T
o]

Fonte: O Autor

No poligono P de n lados, pode-se dividi-lo em tridngulos congruentes a partir do
centro O e de cada lado [. Na Figura 1.14, o triangulo ABO exemplifica essa divisao,
em que AB = | e C é o ponto médio de AB. A altura em relagdo a base AB é

denominada ap6tema de P e é representada por OC, pois OA = OB = r.
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Seja OC = a e sera denotada por Ap a area do poligono P. Desse modo, obtém-
se:
la

APZH'E.

Sendo assim, a medida que n cresce, nota-se que nl (perimetro de P) se apro-
xima cada vez mais do comprimento de ¢ (27r) e 0 apétema se aproxima de r. Pode-se
concluir que:

AC:27T7’-£:>AC:7TT2.

O Numero 7:

Para demonstrar que a area de uma circunferéncia de raio r é wr?, utiliza-se o
comprimento 27r. A seguir, € apresentada uma breve explicagdo sobre o numero T,
que é muito importante para a matematica.

Sejam {C}} uma circunferéncia de comprimento ¢ e didmetro d, e {C->} outra

circunferéncia de comprimento ¢’ e diametro d’, entao,

c

d_d
O valor constante de 5 é aproximadamente 3, 141592, o qual é representado pela
letra grega .

Sendo r o raio de (1, tem-se que d = 2r. Entao:

c
— =7 = c=27r.
2r

De acordo com (Lima, 2012) , ha outra defini¢cdo para o nimero m, que o descreve
como a area de um circulo de raio 1. Por exemplo, se o raio do circulo mede 1 cm, sua
area é w cm?. Também é possivel afirmar que = € o comprimento de uma circunferéncia
de didmetro 1.

No século lll a.C., a fracao % era usada como uma aproximacao para m, pois é a

melhor fracdo simples que se aproxima desse numero irracional.
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1.3 SEMELHANGCA

Primeiramente, sera abordada a questdo da semelhanca de forma geral, uma
vez que esse conceito € bastante intuitivo no que se refere tanto a figuras planas
quanto a figuras espaciais.

Conforme afirmam os Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Funda-
mental (Brasil, 1998) :

O conceito de semelhancga esta presente no estudo de escalas, plantas, ma-
pas, ampliagées de fotos, fotocdpias como também quando se verifica, por
exemplo, se as medidas das partes do corpo humano se mantém proporcio-
nais entre um representante jovem e um representante adulto.

Esse conceito podera ser desenvolvido e/ou aprofundado também pela ana-
lise de alguns problemas histéricos, como os procedimentos utilizados pelos
antigos egipcios para determinar a altura de suas pirdmides. Outras fontes
interessantes de problemas sdo as que envolvem a nogédo de semelhanga de
tridngulos e as medidas de distancias inacessiveis (BRASIL, 1998, p. 125).

Posto isso, nota-se a importancia de cada problema do livro de (Alberti, 2006)
gue serd analisado nesse trabalho, uma vez que em praticamente todos eles sera uti-
lizada a Semelhanga para realizar os procedimentos, fornecendo embasamento para
os calculos necessarios para chegar a um resultado com precisao. Destarte, fica evi-
dente que no trabalho sera utilizada a Semelhanca de Tridngulos, sobre a qual sera
abordada de forma detalhada a seguir e que tal fato € uma consequéncia da definicdo
geral de Semelhanca que segue adiante.

Dadas duas figuras F' e F’, do plano ou do espaco, diz-se que F' e F’ sao se-
melhantes, com razdo de semelhanga k, em que k£ € um numero real positivo, quando
existe uma correspondéncia biunivoca ¢ : F — F’ tal que, para quaisquer X e Y
pertencentes a F' e seus correspondentes X' = ¢(X) € F'eY' = ¢o(Y) € F', tem-se
X'Y" =k, XY. AFigura 1.15 ilustra esse fato:

Figura 1.15 — Duas figuras ndo poligonais semelhantes

Fonte: O Autor
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Diz-se, entédo, que X e X’ sdo homdlogos.
Se F' é semelhante a F’, com razéo k, logo I’ é semelhante a F', em que a razao

é

=

1.3.1 Semelhanca de Triangulos

A definicdo de Semelhanca de Tridngulos se resume a definicao geral de Seme-
lhanga apresentada anteriormente, cujo tema sera de grande importancia para funda-
mentar o estudo dos problemas de Leon Battista.

Tendo como base a definicdo semelhanca, prossegue-se com a definicado de
Semelhanca de Triangulos.

Consideram-se dois triangulos semelhantes, AABC e AA'B'C’. Observa-se a

Figura 1.16 representativa:

Figura 1.16 — Dois Tridngulos Semelhantes

A

Fonte: O Autor

Seja T o triangulo ABC e T" o triangulo A’B'C".
Para T, sdo adotados AB = a, BC = b e AC = ¢. Para T', sdo adotados

AB =d,BC' =beAC =c.

A partir da definicdo de semelhancga, pode-se afirmar que existe uma funcao
p: T — T talque d’ = ka, b = kbe ¢ = ke, em que k > 0 representa a razédo de

semelhanca. Essa relacao também pode ser escrita da seguinte forma:

a b b 1

1.3.1.1 Casos de Semelhanca de Triangulos

Os casos a seguir estabelecem os critérios suficientes para que dois triangulos
sejam semelhantes. Tais casos sdo usualmente conhecidos como Casos de Seme-

lhanga de Triangulos.
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Sao trés casos de semelhanca, nos quais considera-se ABC e A’ B’C’' como dois
triangulos do plano. No triangulo AABC, s&o denotados AB = a, BC = be AC = c,

enquanto no tridngulo AA’B’C’, s&o denotados A’B’ =d/, B'C' =V e A/C' = (.

Caso LLL (Lado Lado Lado)
Sejam ABC e A’B'C’ dois triangulos do plano tais que:

a b
PR R
LA = LA
Entdo, AABC ~ AA'B'C’ e, em particular, < /B = /B .
0 = ZC
Demonstracao:
LA = LA
Sera mostrado que, se © =% =< =k, entdo, { /B = /B .
ZC = ZC
a = ak
Como < =%=<=f entdo, { v = bk -
d = ck

Do triangulo ABC, é prolongado o lado AB e é marcado o ponto X. Em seguida,
é prolongado o lado AC e é marcado o ponto Y de tal forma que AX = ak e AY = ck.

Dessa maneira, AX = a’ e AY = . Observa-se a Figura 1.17:

Figura 1.17 — Caso LLL de Semelhanca de Triangulos

Fonte: O Autor

A seguir, serd mostrado que XY = b'. Denominam-se S, S; e S, as areas dos

tridngulos ABC, BXC e CXY, respectivamente.
Como os triangulos ABC e BXC possuem mesma altura, entao:
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= = S+ 8, = Sk. (1.1)

a ak

S _S+5 _S+8
a

De maneira equivalente, os triangulos AXC e AXY apresentam a mesma altura,

entio:

S+ 51 _S—I—S1+SQ_S—|-S1+SQ

c c ck (1.2)
=S+ 51+ 5= (S + S1)k =Sk + Sik.

Ao subtrair a equacgéo 1.1 da equacéo 1.2, obtém-se:

Sy = kS,

Como % = % = k, pode-se aplicar a reciproca do Teorema de Tales para

concluir que BC || XY (O segmento BC é paralelo ao segmento XY). Seja h a
distancia entre BC e XY, tem-se entdo:
XYh  BCh

Sy = kS| — 5 =k 5

«— XY =kBC =kb=1V

— XY =V.
Portanto, os tridngulos AXY e A’B’C’ sao congruentes, o que significa que pos-
suem angulos iguais, ou seja, LA =/A", /X =/B" e /Y = /C".
Como BC || XY, tem-seque /B = /X = /B e /C = /Y = ZC". Conclui-se,

entao, que:
LA = LA
/B = /B .
L0 = /O

Caso AA (Angulo Angulo)
Sejam ABC e A’B'C’ dois triangulos do plano tais que:

JA = LA
/B = /B
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Entdo AABC ~ AA'B'C" e, em particular, © =¥ = £ = f.

b c
Demonstracao:

LA = LA

Sera mostrado que, se entdo £ =% =< = f,

/B = /B
Considerando que £ZA = ZA’, os triangulos ABC e A’B'C’" podem ser represen-
tados pela Figura 1.18:

Figura 1.18 — Caso AA de Semelhancga de Tridngulos

A=A

Fonte: O Autor

Uma vez que BC || B'C" devido a B= f%’\’, € possivel aplicar o Teorema de Tales,
obtendo:

~

Cl

Q

a c

Seja P um ponto em B'C, tal que CP | AB’, formando assim um paralelogramo
B'BCP.

Como CP || AB’, pelo Teorema de Tales, obtém-se:
d v v

E:B’P:37POiS’ B'P = BC =b.

Assim sendo, é possivel alcancgar a seguinte conclusao:

Caso LAL (Lado Angulo Lado)
Sejam ABC e A’B’C’ dois triangulos do plano tais que:

/ /

C_C e sA= A

a c
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Assim, AABC ~ AA'B'C" e, em particular, /B = /B, /C = /C" e ¥

Demonstracao:

Sera mostrado que, se £ = < =k e LA = /A, entdo /B = LB, /C = /("
e L=k

Consideram-se os triangulos ABC e A’B’'C’ representados na Figura 1.19, tais
que L =<=Fk e LA=/LA

Figura 1.19 — Caso LAL de Semelhanca de Triangulos

Fonte: O Autor

Considerando que D e E sao pontos de A’B’ e A'C’, respectivamente, com
A'D=AB e A'E = AC, pode-se afirmar que:

a c

—_ = e =
AD AE

Q\

a’
a

ol

Portanto, usando a reciproca do Teorema de Tales, conclui-se que DE || B'C".
Como DE || B'C", tem-seque /B'= /D e /C'=/E

Portanto, pelo Caso LAL de congruéncia de triangulos, obtém-se AA'DE =
AABC. Isso implicaque £/D = /B e /ZE = Z/C.

Logo, constata-se que /B’ = /B e /ZC' = /ZC. Além disso, pelo Caso AA de
semelhanga de tridngulos mencionado anteriormente, tem-se:

/
C
ANA'B'C' ~ ANABC, consequentemente, — = k.
Dessa forma, conclui-se os trés casos de semelhancga de triangulos.

1.3.1.2 O Teorema de Tales

Conforme analisado anteriormente, nos Casos de Semelhanga de Tridngulos, foi

citado o Teorema de Tales, havendo a necessidade de acrescentar ao material a dedu-
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cao desse teorema tdo importante para a matematica. Sera realizada a demonstracao

desse teorema por meio de Areas.

O Teorema de Tales afirma que se um feixe de retas paralelas é cortado por duas

retas transversais, entao os segmentos correspondes Sao proporcionais.

Considere r, s e t trés retas paralelas e, u e v, duas retas transversais. Observe

a Figura 1.20:

Figura 1.20 — Representacdo geométrica do Teorema de Tales

u y

A D r

_
B s ~:l
c/ ‘L t
f

Fonte: O Autor

m
)

Em que, A, B e C sdo os pontos de intersecdo de u com r, s € t, respectivamente. E

os pontos D, E e F sao a intersecao de v com r, s e ¢, nessa ordem.

Sera demonstrado que:

Demonstracao:

Considerando A como a representagdo da area de um tridngulo qualquer. Por

exemplo, A,gg representando a area do triangulo ABE.

Ao observar a Figura 1.20 e por meio do triangulo AEC' e sua ceviana E B, tem-

se:

Aspp  AB
Aggc  BC'

pois, os tridngulos AEB e BEC sao de mesma altura.

Analisando o tridngulo DBF' e sua ceviana BE, tem-se:

ADBE B ﬁ
AEBF B W’

em razao dos triangulos AEB e BEC serem de mesma altura.

(1.3)
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Pelos triangulos ABE e DBE, tem-se:

Aaps = ApBE, (1.5)

pois, sdo triangulos de mesma base e possuem a mesma altura, em funcao de r e s
serem paralelas.

Observando os triangulos BEC' e EBF, tem-se:

ABEC’ = AEBF- (1 6)

Como, s e t sao paralelas e os triangulos sdo de mesma base, entao, possuem
a mesma altura.
Das equacgbes 1.5, 1.6 e 1.4, tem-se:
Asgpp DE

= __ 1.7
Apgc EF (1.7)

Das equacoes 1.7 e 1.3, obtém-se:
DE AB
EF  BC
E exposto, assim, que 0s segmentos correspondentes sdo proporcionais.

Na primeira parte deste documento, foram abordados os conceitos de Medidas,
Areas e Semelhanca. Essa base de conhecimento sera fundamental para enfrentar
os problemas apresentados no livro de (Alberti, 2006) , os quais serdo abordados
nas secdes 2 e 3. Esses problemas envolvem o calculo de diversas medidas, como
alturas, areas e distancias. E imprescindivel destacar que a capacidade de identificar
triangulos semelhantes desempenhara um papel crucial na solugdo dessas questoes.

Ao estabelecer conexdes entre esses topicos abordados e a pratica educativa,
promove-se um ambiente de aprendizagem que desenvolve habilidades essenciais
para a vida do aluno. A aplicacdo dos conceitos de Medidas, Areas e Semelhanca em
situacdes praticas proporciona aos alunos a oportunidade de aprimorar sua capaci-
dade de resolucéo de problemas do cotidiano, preparando-os para enfrentar desafios
futuros de forma mais eficiente e consciente.

(Skovsmose, 2000) destaca que ao relacionar os conteddos matematicos com
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problemas reais, € possivel estimular reflexdes sobre a matematica e suas aplicagées
praticas. Essa abordagem também envolve a transigao entre diferentes ambientes de

aprendizagem, o0 que pode engajar os alunos em acoes e reflexdes mais significativas.



40

2 PROBLEMAS DA PRIMEIRA PARTE

2.1 PROBLEMA 1 - MEDIR COM A VISTA A ALTURA DE UMA TORRE

Nesse primeiro problema da Primeira Parte do livro, Leon Battista Alberti é apre-
sentada a situagao-problema de como medir a altura de uma torre, dividindo em dois
casos. No primeiro caso, tem-se o conhecimento da distancia até a torre e pode-se
medir diretamente uma parte dela, e no segundo, ndo € possivel medir diretamente

uma parte dela.

2.1.1 Como proceder se podemos conhecer sua distancia e medir diretamente

uma parte dela

A seguir, apresenta-se o procedimento que (Alberti, 2006) propbs na época para

realizar o primeiro caso:

Se quiser medir a altura de uma torre situada numa praga apenas olhando-a
da outra extremidade, proceda da seguinte maneira. Finque uma flecha no
chao, bem verticalmente, distancie-se um pouco, seis ou oito pés, e dali vise
o topo da torre tomando a flecha como mira; coloque uma marca com um
pouco de cera no lugar preciso em que seu olhar encontra a flecha, e cha-
memos A essa marca de cera. Depois, do mesmo lugar em que tinha mirado
o topo da torre, mire sua base e, novamente, ali onde seu olhar encontra a
flecha, cologue uma marca de cera, e chamemos essa segunda marca de B.
Finalmente, aponte o olhar para algum lugar da torre que conhega e do qual
possa facilmente medir a posicao até a base da torre com sua flecha, como
por exemplo o pértico de entrada, ou algum buraco, ou algo parecido situ-
ado bem embaixo. Assim como fez mirando o topo e depois a base da torre,
fagca enfim uma terceira marca de cera no lugar em que seu olhar encontra
a flecha. Feito isso, chamemos C essa terceira marca, como na FIGURA 1
(ALBERTI, 2006, p. 29).

Figura 2.1 — Figura 1 do Livro Matematica Ludica

Fic. 1

Fonte: Livro Matematica Ludica
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Digo que a parte da flecha que esta entre a marca de cera B e a marca C cabe
na parte da flecha situada entre o ponto A e o ponto B tantas vezes quanto a
parte inferior da torre, ja conhecida, cabe na parte superior cuja altura é des-
conhecida. E para captar mais claramente e na pratica esse procedimento,
examinemos isto com um exemplo numérico. Caso a torre tenha 100 pés de
altura e o pértico, 10, o senhor encontrard a mesma relacao sobre a flecha,
isto é, do mesmo modo que essa parte da torre, 10, cabe 9 vezes na parte
superior, maior, e é a 102 parte da torre inteira, assim a parte AC da flecha
serd tal que, dividida em 9 partes, contera 9 vezes BC, que é a 102 parte de
AB considerada integralmente. Ao proceder desta forma, nunca incorrerd em
erro, contanto que zele para manter o olho sempre no mesmo lugar para colo-
car as marcas. Pode fazer a mesma coisa suspendendo um fio de chumbo a
sua frente e marcando suas miradas com pérolas, como lhe mostrei algumas
vezes (ALBERTI, 20086, p. 30).

Como se esta trabalhando com problemas reais, a torre pode situar-se em qual-

quer tipo de terreno. Sendo assim, o terreno entre o observador e a torre nao neces-

sariamente é horizontal nem plano; ele pode ser inclinado ou também irregular. O que

se precisa € 0 acesso a base da torre e a capacidade de ver essa base de onde se

quer calcular sua distancia. Isso garante a importancia desse método, pois se encaixa

muito bem na maioria das condicdes reais de relevo.

cao da Figura 2.2:

Pode-se representar geometricamente esse problema de Alberti por exemplifica-

Figura 2.2 — Representagao Geométrica do Problema 2.1.1

F

Fonte: O Autor

Pela Figura 2.2, tém-se as informagdes a seguir:

0 ponto F representa o topo da torre;

o ponto E indica o local em que o observador direciona seu olhar para marcar

o ponto C na flecha, que é um objeto verticalmente fixado no solo, como uma

estaca ou objeto pontiagudo;

o ponto D representa a base da torre;

ao alinhar a visao com o topo da torre (ponto F'), o observador marca o ponto A

na flecha;
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+ ao focar o olhar na base da torre, o observador marca o ponto B na flecha;

o ponto H representa a base da flecha;

o ponto O representa a altura dos olhos do observador;

e 0 ponto G representa os pés do observador.

Com base no texto de (Alberti, 2006) e na analise da Figura 2.2, sdo levantadas
algumas observagdes e informacdes relevantes para o desenvolvimento do procedi-

mento, tais como:

» Para determinar a localizagc&o do ponto E de forma precisa, € necessario conhe-
cer a distancia entre ele e o ponto D. Por essa razéo, o problema explicitamente
menciona a importancia de se ter acesso a base da torre, pois € la que a marca-

cao sera feita e o célculo dessa medida sera efetuado;

» Conforme mencionado no texto, & necessario que a flecha seja vertical, ou seja,
paralela a torre (AH || F'D). Para atingir essa verticalidade, pode-se utilizar uma

ferramenta comum chamada "prumo", utilizada por pedreiros em construgoes;

* 0 ponto O, que representa o olho do observador, deve ser fixo no decorrer das

marcacdes na flecha;

+ e, também, que ndo necessariamente os pontos GG, H € D devem ser colineares,
pois o0 solo raramente sera plano, isso facilita na execug¢ao desse procedimento.

O relevante é que o observador consiga ver a base da torre.

Seguindo com esses dados, serdo aplicadas as propriedades matematicas ne-

cessarias:

« Com AH || FD e pelatransversal DO, entdo ZCBO = ZEDO e ZCOB é comum
aos tridngulos COB e FOD. Logo, pelo caso AA de Semelhanca de Triangulos,
temos ACOB ~ AEOD.

« Com AH || FD e pelatransversal EO, assim, ZACO = /FEO e ZAOC é comum
aos triangulos AOC' e FOE. Portanto, AAOC ~ AFOE.
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Assim sendo, pela Semelhanca dos Triangulos, ACOB ~ AEOD e
ANAOC ~ AFOE, tem-se:

oc_BC  0C_UA

OE DE OE EF

—_— —— (2.1)
BC CA —_ CADE
DE EF BC

Como propds (Alberti, 2006) , as distancias C' A, BC e DFE sao conhecidas. As-
sim sendo, utilizando essa proporgéo, sera possivel encontrar EF, que é desconhe-

cida. Dessa forma, sera descoberta a altura da torre, ou seja,

FD=DFE + EF.

Ao final do texto, é apresentado um exemplo por Leon Battista para melhor ex-
plicar o procedimento; esse exemplo sera relacionado com o que acabou de ser estu-
dado.

Com os dados fornecidos, sera determinada a altura desconhecida F'D. A seguir

estdo os dados do exemplo:
« BC =10 pés;
« CA=9-BC.

Aplicando esses valores na equacao 2.1, obtém-se:

_F:M:W:&m:%pés.
BC

Portanto, a altura F'D da torre é dada por:

FD=DE+EF = FD =10+ 90 = 100 pés.

exatamente o valor encontrado por Leon Battista. Como 1 pé equivale a 0, 3048 metros,
entdo FD = 30,48 metros.

Nota-se, assim, ao decorrer da resolugcao do problema, que a proposta inicial
dada é que se deva conhecer a distancia entre o observador e a torre, mas observa-

se que nao é necessario calcular essa medida. Quando Alberti diz conhecer essa
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distancia, esta-se referindo a ter acesso a base e também conseguir enxergar essa

base de onde se deseja calcular sua distancia.

2.1.2 Como proceder se podemos conhecer a distancia da torre, mas nao medir

diretamente nenhuma parte dela

Estudar-se-a o segundo caso em que (Alberti, 2006) propde calcular a altura de
uma torre, no qual se deve conhecer a sua distancia, mas nao se pode medir nenhuma

parte dela. Segue abaixo o procedimento:

O senhor pode calcular da mesma forma a altura de uma torre da qual nao
consegue medir diretamente nenhuma parte, caso lhe seja possivel se apro-
ximar até sua base. Finque no chdo uma flecha, como disse anteriormente,
afaste-se um pouco e, com o olho a flor do solo, vise o topo da torre utilizando
a flecha como mira; coloque uma marca de cera no lugar em que seu olhar
encontra a flecha. Chamemos A o topo da flecha, B sua base, C a marca de
cera que o senhor colocou e D a posi¢ao de seu olho, como na FIGURA 2
(ALBERTI, 2006, p. 31).

Figura 2.3 — Figura 2 do Livro Matematica Ludica

Fic. 2

Fonte: Livro Matematica Ludica

Digo que a parte da flecha que esta entre C e B cabe na distancia de B a
D, isto é, a distancia de seu olho a base da flecha, tantas vezes quanto a
altura da torre cabe na distancia de seu olho até a base da torre. No caso,
por exemplo, de a torre ter 100 pés de altura, e que seu olho esteja 1.000 pés
distante da base da torre, o senhor descobrira em sua flecha que a mira esta
analogamente situada, isto €, do mesmo modo que 100 cabe 10 vezes em
1.000, assim CB cabe dez vezes em DB. Entdo, ao medir quantas vezes CB
cabe em DB, saberd com esse nimero sem o menor erro quantas vezes a
altura da torre cabe na distancia que separa seu olho da base dessa torre. E
podera, de modo similar, fazer a mesma coisa com o fio de chumbo, marcando
o ponto C com uma pérola (ALBERTI, 2006, p. 32).

Neste caso, ndo é necessario medir partes especificas da torre. No entanto, é
importante ter acesso a base da torre para medir a distancia até a posigcdo do ob-

servador. Portanto, € necessario encontrar um local o mais plano possivel entre o
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observador e a torre, a fim de calcular essa distancia. O local nao precisa ser neces-
sariamente horizontal, todavia € importante que seja aproximadamente plano.

Outro aspecto importante a considerar é o posicionamento do olho do obser-
vador ao nivel do solo. Para obter maior precisao, é possivel encostar a lateral do
rosto no solo, permitindo que um dos olhos fique o mais préximo possivel do solo,
possibilitando, assim, a visualizagao da torre.

A representacdo geométrica desse problema pode ser visualizada na Figura 2.4:

Figura 2.4 — Representacdo Geométrica do Procedimento 2.1.2

E

B

Fonte: O Autor

Com base na Figura 2.4, tem-se as seguintes informagdes:

o ponto E representa o topo da torre;
» 0 ponto F' representa a base da torre;
» 0 ponto A representa o topo da flecha;

* ao direcionar o olhar para o ponto E, que corresponde ao topo da torre, é mar-

cado o ponto C na flecha;

» 0 ponto B representa a base da flecha;

e o ponto D representa o olho do observador.

Ao observar a Figura 2.4, nota-se algumas informacdes importantes a serem

consideradas para a execugao do procedimento de (Alberti, 2006) .
- aflecha deve ficar na vertical, consequentemente paralela a torre, isto é, AB||EF;

* 0 ponto D, que representa o olho do observador, deve ser fixo no desenrolar do

procedimento;
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* 0s pontos F, B e D devem ser colineares, para isso precisamos procurar um

espago entre F' e D o mais plano possivel, como foi dito anteriormente.

Continuando com esses recursos, serdo aplicadas as propriedades matematicas
fundamentais conforme indicado a seguir:

Com o segmento F'D sendo transversal as retas paralelas AB e EF (AB || EF),
tem-se que LZEFD = ZCBD e ZFDE € comum aos triangulos DBC e DFE. Por-
tanto, pelo Caso AA de Semelhancga de Tridngulos, pode-se concluir que ADBC ~
ADFE. Entao:

S EF=CE (22)

A vista disso, pode-se determinar o comprimento de EF, uma vez que as distan-

cias de CB, FFD e BD séao conhecidas.

Como no caso anterior, Leon Battista propde um exemplo para melhor explicar o

procedimento. Segue abaixo os dados do exemplo:
« FD = 1000 pés;
« BD=10-CB.

Vai-se proceder & determinacéo da altura da torre, representada por EF, que é
desconhecida.
Aplicando os valores dados na Equagao 2.2, tem-se:
—— CB-1000

F=—"——— = EF =100 pés = 30,48 metros,
10-CB

conforme mencionado por Leon Battista no texto do problema.
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2.2 PROBLEMA 2 - MEDIR A LARGURA DE UM RIO

Neste problema, (Alberti, 2006) apresenta um procedimento para medir a largura
de um rio. Esse procedimento € significativo, pois utilizando dessa mesma técnica é
possivel calcular as distancias em linhas retas visiveis. No entanto, no Problema 2 da
Secao 3, sera abordado outro procedimento para calcular distancias em linhas retas
visiveis.

A seguir, estdo apresentadas as instrugdes fornecidas no texto:

Meca a largura de um rio, a partir da margem, como se segue. Tome posi¢ao
num lugar bem plano, finque na terra uma flecha, como disse anteriormente,
e chamemos essa flecha AB. Faca uma marca de cera nela, precisamente
na altura dos olhos, e chame C esta marca. Depois afaste-se dessa flecha
AB cerca de uma braga, e finque ali de maneira semelhante uma segunda
flecha, e seja DE esta segunda flecha; coloque mais uma marca de cera
exatamente na altura dos olhos sobre a flecha DE e chame-a F. Cologue o
olho precisamente contra esta marca F e mire algo de perceptivel na outra
margem do rio no alinhamento da flecha AB, como um arbusto, ou algum
local ou uma pedra; chamemos esse objeto G. Ali onde seu olhar, na mirada,
encontra a flecha AB, coloque uma outra marca de cera e chame-a H, como
podemos ver na FIGURA 4 (ALBERTI, 2006, p. 33-34).

Figura 2.5 — Figura 4 do Livro Matematica Ludica

Fic. 4

Fonte: Livro Matematica Ludica

Digo que, caso meca a disténcia entre as duas marcas na primeira flecha, isto
€, a distancia CH sobre AB, ela cabera tantas vezes na distancia que separa
as duas flechas, ou seja, CF, quanto HB cabe em BG, isto é, a distancia que
separa a primeira flecha do arbusto visado. Tomemos um exemplo numérico.
Sejam 30 passos a largura do rio, e seja 1 passo a distancia CB, e 1 passo
também a distancia FE. A distancia do ponto H ao ponto C sera tal que cabera
em FC tantas vezes quanto HB cabe em BC, ou seja, 30 vezes, e se HC cabe
em CF 30 vezes, entao FE cabera em EQ também 30 vezes, de modo que a
largura do rio seja 30 vezes como a de seu olho a seus pés (ALBERTI, 2006,

p. 34-35).
Neste caso, para calcular a largura de um rio, € necessario encontrar uma area
plana nivelada com o rio, conforme mencionado na citagdo, a margem do mesmo onde

o observador esta localizado. Isso é feito com o objetivo de posicionar as duas flechas
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citadas no texto. As flechas devem ser fincadas a uma distancia de aproximadamente
uma braga (cerca de 2,2 metros) da outra, de modo que esse comprimento seja per-
pendicular a margem do rio.

Caso nao seja possivel encontrar uma area nivelada, pode-se preparar a regiao
por meio de escavacdes até atingir o objetivo desejado. Utilizando ferramentas comu-
mente utilizadas por pedreiros, como uma “mangueira de nivel” e um aparelho cha-
mado “nivel”, é possivel garantir que essa area fique nivelada com o rio. Em seguida,
podem-se posicionar as duas flechas e prosseguir com o procedimento.

Dessa forma, é possivel representar esse problema geometricamente por meio
da Figura 2.6:

Figura 2.6 — Representacdo Geométrica do Procedimento 2.2

Fonte: O Autor

Pela Figura 2.6 dispomos das seguintes informagoes:

» a flecha AB deve ser colocada ao lado do rio, mais especificamente no local

inicial a partir do qual desejamos calcular a largura;

 aflecha DE é posicionada a uma distancia aproximada de 2,2 metros da flecha

AB, no sentido oposto ao rio;
» 0 ponto C'indica a altura dos olhos em relagéo a flecha AB;
* 0 ponto F'indica a altura dos olhos em relagao a flecha DF;

* 0 ponto G representa um objeto visivel na margem oposta do rio, quando obser-

vado a partir do ponto £ alinhado com a flecha AB;

 ao direcionar o olhar para o ponto G e manter os olhos na altura do ponto F,

marca-se o ponto H na flecha AB;
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* e 0 segmento BG representa a largura do rio, que € a medida que deseja-se

calcular.

Da Figura 2.6, segue alguns elementos recorrentes dos dados anteriores para o

desenvolvimento do problema:

as flechas AB e DE devem estar na posigéo vertical, ou seja, AB|DE;

» é importante que as margens do rio sejam aproximadamente paralelas, pelo

menos na area em que estamos medindo sua largura;

* para assegurar que o segmento £ B seja perpendicular a margem do rio, pode-
se utilizar um esquadro de cordas, o qual sera abordado com maior detalhe no

Problema 1 da Secéo 3;

* para garantir que os pontos £, B e G sejam colineares, € necessario que o
espaco entre £ e B esteja no mesmo nivel do rio, como mencionado no inicio do

problema;
« tanto BC quanto EF representam a altura do observador, ou seja, BC = EF.

Ao enfatizar que as margens do rio devem ser aproximadamente paralelas na
area em que o procedimento sera realizado, busca-se obter uma medicao precisa
da largura. No entanto, esse procedimento pode ser aplicado para calcular qualquer
distancia entre as margens, por exemplo, a distancia entre as extremidades de uma
ponte que sera construida para atravessar o rio.

No momento a seguir, serdo aplicadas as propriedades matematicas essenciais.

Seguem as etapas a seguir:
« /FCH =90° = Z/H BG,

* 0s angulos ZCHF e /BHG sao angulos opostos pelo vértice, portanto
/CHF = Z/BHG.

Sendo assim, tem-se que AFCH ~ AHBG pelo caso AA de Semelhanca de

Triangulos. Logo:

o Q
SR
I
|
s
4
3
I
|
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As medidas BH, I'C e C'H sao conhecidas. Com base na semelhanca dos
triangulos, pode-se determinar a largura do rio, representada por BG.

Observe que 0 uso dessa técnica nao se restringe apenas a medi¢do da largura
de um rio, pois é aplicavel para calcular a distancia necessaria na construcdo de uma
ponte ou determinar a largura de qualquer espag¢o, como um campo de futebol, en-
tre outros exemplos. E fundamental estar atento e realizar os ajustes adequados de
acordo com o contexto em que a técnica for utilizada. Em algumas situagées, quando
a distancia desejada ndo estiver em um terreno nivelado, pode-se recorrer a seme-
lhanga entre os triangulos FEG e HBG. Além disso, ndo € necessario que os angulos
/FEG e ZHBG sejam retos.

Essas possibilidades de aplicar o procedimento em diversas situagdes abrem um
leque de oportunidades para o aluno exercitar sua criatividade e utiliza-lo em vérias
circunstancias do seu cotidiano. Com a compreensao desses conceitos, o estudante
podera desenvolver habilidades praticas valiosas que o capacitarao a resolver proble-
mas de forma inovadora, adaptando a técnica conforme as necessidades especificas

de cada caso. Veja o que € mencionado por (D’Ambrésio, 1986) :

Parece de fundamental importéncia e que representa o verdadeiro espirito da
Matematica é a capacidade de modelar situacao real, codifica-las adequada-
mente, de maneira a permitir a utilizagdo das técnicas e resultados conhe-
cidos em um outro contexto, novo. Isto é, a transferéncia de aprendizado
resultante de certa situacdo para uma situagdo nova € um ponto crucial do
que se poderia chamar aprendizado da Matematica, e talvez o objetivo maior

do seu ensino (D‘AMBROSIO, 1986, p. 44).
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2.3 PROBLEMA 3 - MEDIR A ALTURA DE UMA TORRE DA QUAL SO SE CONSE-
GUE AVISTAR O TOPO

Nesse problema, é exposto por Leon Battista como medir a altura de uma torre.
No entanto, ao contrario dos dois primeiros casos, neste considera-se que sé € pos-
sivel avistar o topo da torre. Em outras palavras, ndo se tem acesso a base da torre.
Portanto, esse método proporciona uma abordagem diferenciada para medir alturas

em geral. Abaixo estao listados todos os passos do texto para calcular essa medida:

Caso aviste o topo de uma torre da qual ndo consegue ver nada mais e queira
conhecer sua altura, faga como se segue. Finque na terra sua flecha como foi
dito antes, coloque seu olho no nivel do solo e mire o topo da torre; marque
com uma cera o ponto de encontro com sua mirada, e chamemos AB a flecha,
C o topo da torre, D o ponto em que mantém o olhar e E a marca da cera
sobre a flecha. Feito isso, recue um pouco e, da mesma forma, mire a partir
do solo o topo da torre e marque o lugar onde sua mirada encontrou a flecha,
e chamemos F essa segunda marca de cera, e G o lugar onde estava seu
olho para mirar, como podemos ver na FIGURA 6 (ALBERTI, 2006, p. 35-36).

Figura 2.7 — Figura 6 do Livro Matematica Ludica

F1G. 6

Fonte: Livro Matematica Ludica

Note bem que h& nessa figura quatro tridngulos, dois dos quais sdo conhe-
cidos: um grande, FBG, e um pequeno, EBD. A partir destes, podemos co-
nhecer os dois tridngulos maiores, um chamado CHO e o outro CHD, e com-
preender que, da mesma forma que anteriormente, DB corresponde a EB em
seu triangulo, assim como GH corresponde a HC no triangulo maior.Meca
entéo, para fazer o céalculo por esse metodo, quantas vezes EB cabe em DB,
e diremos, para dar um exemplo facil, que cabe ali 2 vezes, donde se deduz
que HD é 2 vezes como CH. Meca depois quantas vezes BF cabe em BG,
digamos 3 vezes, donde resulta que CH equivale a um terco de HG.
Segue-se assim que ha uma grandeza que esta duas vezes em HD e trés
vezes em GH. Nao se sabe quanto vale essa grandeza, se é um cdvado, um
pé ou oque seja. Eis como fazer. Se DH vale 2 e HG 3, entao é porque HG
ultrapassa HD em 1, e 0 que é ultrapassado é DG. Logo, DG vale 1/3. Mega
esse DG; se forigual a 10 pés, entdo o HG inteiro sera igual a 30 pés. A partir
dai raciocine assim. Se a torre CH cabe 3 vezes em toda a distancia HG, e se
DG equivale a seu terco e cabe portanto 3 vezes no HG inteiro, quem duvi-
dara de que a torre HC é do mesmo comprimento que esse espago DG? Mas
esse comprimento DG vale 10, portanto a torre que é igual a essa distancia
equivalera ela também a 10 pés. E em todas as coisas que medir, encontrara
semelhantes calculos sutis, mas utilissimos, para multas coisas, cuja medida
e mesmo a descoberta de grandezas ndo sao acessiveis diretamente (AL-
BERTI, 2006, p. 36-37).
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Como ja mencionado nos dois casos do Problema 1, o espacgo entre a torre € 0
observador ndo necessariamente é um terreno plano e horizontal. Contudo, mesmo
sem acesso a base da torre, é importante procurar um local mais plano possivel,
mesmo que seja inclinado, para obter um resultado mais preciso da altura.

Além disso, neste procedimento, também é necessario posicionar o olho ao nivel
do solo, seguindo a orientacdo do segundo caso do Problema 1.

Geometricamente, esse problema pode ser representado pela Figura 2.8:

Figura 2.8 — Representagdo Geométrica do Procedimento 2.3

C
q

Fonte: O Autor

Considerando a Figura 2.8, dispomos dos elementos abaixo:
* 0 ponto C representa o topo da torre;
» 0 ponto H representa a base da torre;
» 0 ponto A representa o topo da flecha;
» 0 ponto B representa a base da flecha;

» 0 ponto D representa o olho no nivel do solo, situado um pouco proximo da flecha
AB;

* 0 ponto G representa o olho no nivel do solo ap6s um pequeno recuo do ponto

D em relagéo a flecha AB;

+ ao direcionar o olhar para o ponto C' (Topo da Torre), a partir do ponto D, marca-

se o0 ponto E na flecha AB:;
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e ao avistar o ponto C' (Topo da Torre), a partir do ponto G, marca-se o ponto F
na flecha AB;

Com as indicacoes da Figura 2.8, seguem abaixo alguns dados para prosseguir

com a analise de todo o procedimento:

a flecha AB deve estar na posi¢ao vertical, 0 que implica que ela é paralela a

torre. Portanto, ocorre que AB||CH;
o ponto H € imaginario, ja que a base nao esta a vista;

€ necessario que os pontos H, B, D e GG estejam colineares, ou seja, o ponto H,
mesmo sendo imaginario, deve pertencer a reta BG. Portanto, convém procurar

um local bem plano, mesmo que seja inclinado, para assegurar essa condicao;

para garantir que H, B, D e G sejam colineares, € possivel utilizar uma corda
esticada em direcdo oposta a torre, partindo da flecha. Suponha-se que essa
corda seja representada pelo segmento BG. Em seguida, marque o ponto D de

forma que ele esteja sobre essa corda;

as marcagodes dos pontos D e G sao feitas precisamente para posicionar o olho

no nivel do solo;

e 0s pontos B, D e G nao séo coincidentes, pois representam a base da fle-
cha e as duas posi¢cdes em que 0 observador visa o0 topo da torre ao longo do

alinhamento da flecha.

Considerando todas as explicagdes anteriores, serdo utilizadas as propriedades

matematicas a seguir:

(1)
(I1)
(1)
(IV)

(V)

os tridngulos F'BG e EBD sao conhecidos;
/CHD = /EBD, pois, AB||CH,;

/CDH é comum aos tridangulos CDH e EDB;
/CHG = /FBG, pois, AB||CH;

/CGH é comum aos tridangulos CGH e FGB.



54

Com base nos itens (/1) e (I11), pode-se concluir que:
ACHD ~ AEBD, (2.3)

pelo caso AA de Semelhanca de Tridngulos.

A partir das informagdes apresentadas nos itens (IV') e (V), infere-se que:
ACHG ~ AFBG. (2.4)

pelo caso AA de Semelhanca de Tridngulos.

De acordo com a expressao 2.3, pode-se afirmar que:

H:fBB:m:k.c—H, (2.5)

)
=
|

=

Q| =
S
|| &
S

DB e :
no qual, k = =5 e as medidas DB e EB sao conhecidas.

Sendo assim, segundo a expressao 2.4, conclui-se que:

___ CH-GB _—_ _
iGH:%iGH:q-CH, (2.6)

Qll =
S
QA
=i

GB e :
em que, ¢ = 5 e as medidas G'B e F'B sao conhecidas.

Devido a GD = GH — DH, ao subtrair a equacao 2.5 da equacao 2.6, obtém-se:

GH-DH=q-CH—k-CH= GD=CH(q—k)
(2.7)

E
S

CH = .
= %

<
|

Considerando os calculos anteriores, torna-se explicita a importancia de um ter-
reno plano entre a torre e o observador. No entanto, € dificil conhecer a topografia
exata dessa 4rea proxima a torre, ja que ndo temos acesso a sua base. Apresenta-se,
desse modo, uma representagdo geométrica (Figura 2.9) para ilustrar que mesmo em
um terreno ndo plano, ainda é possivel realizar o procedimento, embora haja algumas

restricoes.
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Figura 2.9 — Representagdo Geométrica 2 do Procedimento 2.3

Fonte: O Autor

Na Figura 2.9, nota-se que o ponto H, que representa a base da torre, ndo €
colinear com os pontos B, D e G, devido a presenca de um terreno nao plano. Ao
tracar uma reta imaginaria % obtém-se o ponto H’ como a intersecao de % com
ﬁ[, ou seja, %ﬂﬁ[ = H'. O ponto H’ pode estar acima de H (Figura 2.9) ou abaixo
de H. Assim, a altura C' H’ encontrada pode n&o ser a altura real da torre (CH' # CH).
Entretanto, se o terreno for plano e seguir a mesma inclinagéo de BG, a torre tera a
altura CH' em relagéo a esse terreno.

Em seguida, (Alberti, 2006) apresenta um exemplo para demonstrar como pro-
ceder diante desse problema. Ao analisar todo o processo desse exemplo, chega-se

a seguinte conclusdo em relacao aos dados necessarios para determinar a altura CH

da torre:
« GB=3-FB;
« DB=2-FEB;
« DG = 10 pés.

Ao substituir esses valores na equagao 2.7, obtém-se:

N 10 N
CH = 35~ CH =10 pés (3,048 metros), (2.8)
3-FB 2-EB
talque, = —=3 e k=— =2
FB EB

Logo, CH = 10 pés, como Leon Battista propds no exemplo.
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Ao ser apresentada essa técnica para calcular a altura de uma torre ou de qual-
quer objeto, baseada na observagéo do topo sem visualizagdo da base, percebe-se
gue essa abordagem tem potencial para gerar resultados importantes. Isso acontece
ao enfatizar o processo de observacado e experimentacao, proporcionando aos alu-
nos uma experiéncia mais significativa e uma melhor compreenséo do contetdo. Tal
metodologia valoriza a aprendizagem por meio da experiéncia e da acao, tornando o
processo educacional mais efetivo e envolvente.

De acordo com (Navarro e Sousa, 2021) , as atividades ludicas carregam con-
sigo a concepcao de que o foco ndo deve se limitar apenas ao resultado final, mas
sim a propria acao em si. Através dessa vivéncia, € possivel experimentar ciclos de
significacao, ressignificacdo e apreensdo, proporcionando ao aluno a oportunidade
de se conhecer melhor e conhecer o proximo. No contexto escolar, essa aborda-
gem ludica propicia uma maior apropriagdo do conteudo, uma vez que o aprendizado
acontece de forma prazerosa e nao de maneira mecanica e pronta. Ao associar essas
ideias, percebe-se que tanto a técnica de observacao mencionada quanto a aborda-
gem ludica compartilham a valorizagdo da experiéncia como um meio enriquecedor

de aprendizado.
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3 PROBLEMAS DA SEGUNDA PARTE

3.1 PROBLEMA 1: AGRIMENSURA - MEDIR CAMPOS DE FORMAS VARIADAS

(Alberti, 2006) apresenta um método para calcular as areas de campos em diver-

sos formatos, como campos quadrados, retangulos, campos com lados de tamanhos

diferentes, circulares ou partes de um circulo. O autor aborda o célculo da area de

um campo em formato de poligono arbitrario. As medidas necessarias para realizar

os calculos sdo obtidas utilizando ferramentas simples disponiveis.

Segue abaixo o texto inicial do escritor sobre a Area desses varios formatos de

campos:

Mas voltemos agora para o que o senhor me pedira e falemos dos recursos
para se medir os campos. Os autores da Antiguidade, em particular Colu-
mela, Savasorda e outros agrimensores, e entre os modernos Leonardo de
Pisa, estenderam-se bastante sobre esse assunto; sdo coisas complexas e
eruditas, contudo vou descrever as mais divertidas e, a0 mesmo tempo, as
que podem ser mais Uteis. Nao enumero, por preocupagdo com a brevidade,
todas as formas de campos: quadrados, mais compridos que largos, mais
estreitos numa ponta que na outra, de trés lados, com muitos lados, redondos
ou partes de um circulo, ou outros. Suponho aqui que os campos tém seus
lados totalmente arredondados, ou feitos de segmentos de reta, ou de arcos
de circulo e segmentos de reta, ou entao de varios arcos de circulo, como po-
demos ver na amostra fornecida na FIGURA 13 (ALBERTI, 2006, p. 48-49).

Figura 3.1 — Figura 13 do Livro Matematica Ludica

aje
@ N
NN

Fic. 13
Fonte: Livro Matematica Ludica

/]

O autor aborda a questao das areas de campos em diversos formatos, dividindo-

a em varios casos. O primeiro caso € apresentado a seguir:

3.1.1 Campo com lados retos e dngulos de esquadro

Se quiser medi-los, proceda da seguinte forma.

Comecemos por aqueles cujos lados sao todos retos. Se 0 campo apresentar
lados retos e angulos de esquadro, descobrira facilmente quanto totaliza em
pés quadrados agindo como digo. Pegue o lado que quiser e anote quantos
pés ha de uma ponta a outra. Quando chegar a ponta, siga para o com-
primento do outro, e mega-o. Descobrira por exemplo que um desses lados
totaliza 10 pés, e o outro 10 também. Multiplique os dois nimeros um pelo
outro. Quem contar 10 vezes 10 encontrara 100. Temos entao 100 pés qua-
drados. Se tivéssemos considerado por exemplo 10 para um lado e 20 para o
outro, entdo teriamos tido 20 vezes 10, ou seja, 200 (ALBERTI, 20086, p. 50).
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Quando se diz “angulo de esquadro”, esta-se referindo a um angulo reto. Neste
caso especifico, esta-se lidando com um retangulo, conforme representado na Figura
3.2, a primeira figura.

Dessa forma, um dos lados é chamado de base e o outro de altura. Denotando

a medida da base como b e a altura como h, a area (A) deste retdngulo é dada por:

A = bh.

No texto, Leon Battista apresenta dois exemplos, em um dos quais ele menciona
gue um dos lados mede 10 pés e o outro lado mede 20 pés. Nesse caso, a area A €
calculada por:

A =10-20 = 200 pés quadrados.

Como 1 pé quadrado mede 0, 0929 metros quadrados, entdo A ~ 18,58 metros qua-
drados.

E perceptivel que Leon Battista utilizou a férmula da &rea de um retangulo em
seus calculos. A respeito das medidas laterais, é possivel encontra-las por meio da

utilizacdo de uma corda ou uma trena, sempre com cautela ao realizar a medicéo.
3.1.2 Campos com 3 lados e um dos angulos seja de esquadro

Caso o campo tenha trés lados e um dos angulos seja também de esquadro,
faga assim. Pegue um dos lados que tenha uma extremidade de angulo reto e
conte quantos pés totaliza. Conte em seguida do mesmo modo para o outro
lado que termina também em angulo reto, e, como fizera no caso anterior,
multipligue um pelo outro: sera o seu campo. Por exemplo, se um dos lados
totaliza 10 e o outro 10 também, isso dara 100. A metade serd 50 e serd o
que valera seu campo de trés lados (FIGURA 14) (ALBERTI, 2006, p. 50).

Figura 3.2 — Figura 14 do Livro Matematica Ludica

b3
oKl -C. }r o

Fic. 14

Fonte: Livro Matematica Ludica

Neste caso, observa-se um tridngulo retangulo no qual os lados que constituem
o angulo reto (também denominado angulo de esquadro) correspondem aos catetos

(Figura 3.2, 22 figura).
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A Area A de um triangulo é dada por:

no qual b representa a medida da base e h corresponde a altura, que séo os catetos
do tridngulo retangulo.
No exemplo fornecido no texto, os lados que formam o angulo reto (os catetos)

tém ambos uma medida de 10 pés. Portanto, a area sera:

10-10 100
A= —5 Ty = 50 pés quadrados = A ~ 4,64 m?>.

Observa-se que (Alberti, 2006) utilizou exatamente esse método, pois ele se

baseou no fato de que a area de um triangulo é a metade da area de um retangulo.

3.1.3 Campos que nao tenham nenhuma das formas anteriores, mas apresentem

todos os lados retilineos

Caso seu campo nao tenha nenhuma dessas duas formas, mas ainda assim
apresente todos os lados retilineos, faga como se segue. Convém dispor de
um grande esquadro; comece pelo lado que lhe parega mais conveniente e,
guiando-se pelo esquadro, trace retas com fios, pegue todos os retangulos
e multiplique como foi dito anteriormente. E se restarem tridngulos, marque
angulos retos com seu esquadro fazendo separagdes nos lugares que lhe
parecem mais adequados, faca a soma, e o método funcionara. Eis alguns
exemplos para Ihe dar uma ideia da maneira de fazer as separacoes (FIG. 15)
(ALBERTI, 2006, p. 50-51).

Figura 3.3 — Figura 15 do Livro Matematica Ludica

Fic. 15

Fonte: Livro Matematica Ludica

Nesse contexto, para calcular a area total, procede-se calculando as areas de
retangulos e triangulos retdngulos, utilizando os dois casos anteriores.

Para essa finalidade, sugere-se a construcao de um grande esquadro feito de
cordas, pois proporciona uma boa precisdo. Esse esquadro também auxilia no pri-
meiro e no segundo caso, pois ajuda a identificar se o &ngulo é ou nao de 90°.

No topico a seguir, encontra-se a descricao de como construi-lo.
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3.1.4 Construcao de um esquadro de cordas bem grande

Cuide para que o esquadro seja bem grande caso queira obter uma boa pre-
cisdo. Havera menos erros com um esquadro maior.

Faga um esquadro perfeito com uma corda da seguinte maneira: parta de
uma ponta de sua corda, dé 3 passos e faga um né. A partir desse n6, dé
mais 4 passos, faga nesse ponto um segundo né e dali continue a medir;
quando tiver dado 5 passos, faga um terceiro né. Tera assim medido no total
12 passos de corda. Amarre o terceiro nd no inicio da corda e fixe-o0 no solo
com uma estaca. Procure o primeiro nd, estique o fio pelo chéo e ali coloque
outra estaca. Finalmente, procure o outro n6 e finque ali, da mesma forma,
outra estaca. Tera assim um triangulo perfeito. Ele sera retdngulo entre os
comprimentos de 3 e 4 passos (FIGURA 16).

Alguns dao 5 passos, 5 passos e 7 passos, e fazem como nds um triangulo.
Enganam-se, e seus retangulos ndo sao corretos, salvando-se 1 em 50. Isso
basta para o que se refere a campos limitados por retas (ALBERTI, 2006, p.
51).

Figura 3.4 — Figura 16 do Livro Matematica

Fic. 16

Fonte: Livro Matematica Ludica

A precisdo de um esquadro de cordas, como o da Figura 3.4 é garantida pelo

Teorema de Pitagoras. Ao analisar a construgéo, constata-se que:

52 =32 4 42,

Sendo assim, esquadros maiores podem ser obtidos usando medidas diferentes

qgue formam triangulos semelhantes ao anterior, como por exemplo, os lados 10, 6 e 8.

3.1.5 Campos circulares

Caso o campo seja circular, é preciso tomar sua largura e multiplica-la por 3
e 1/7. Por exemplo, se tem 14 passos de largura, multiplicado por 3 e 1/7
isso da 44 passos, e esse total é igual a toda a sua circunferéncia. Pegue
agora a metade de sua largura, ou seja, 7, e a metade do circulo, ou seja, 22,
e multiplique 7 por 22: total 154. Isso, quer dizer, 154, sera igual ao campo
inteiro. Eis a FIGURA 17 (ALBERTI, 2006, p. 52).
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Figura 3.5 — Figura 17 do Livro Matematica Ludica
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Fic. 17

Fonte: Livro Matematica Ludica

Seja (A¢) a area do circulo. Entdo, a area desse campo circular é calculada por:

_ 2
Ac—ﬂ'?“,

em que, r representa o raio do circulo.

Entretanto, é necessario localizar o centro do circulo para determinar o seu raio.

Nao se explica explicitamente como encontrar esse centro, mas ensina-se como cons-

truir um grande esquadro de cordas. Dessa forma, pode-se utilizar esse esquadro

para determinar o centro do circulo e, consequentemente, o raio.

A seguir, descreve-se como proceder:

marca-se um ponto F' na circunferéncia para manter o vértice de 90° do esquadro

fixo;

na intersecao dos catetos do esquadro com a circunferéncia, marcam-se os pon-

tos De E;
traca-se um segmento DFE;

marca-se um ponto A na circunferéncia, diferente do ponto F, para manter fixo o

vértice de 90° do esquadro;

na intersegcao dos catetos do esquadro com a circunferéncia, marcam-se os pon-

tos J e K;
traca-se um segmento JK;

marca-se o ponto O (centro da circunferéncia) na intersecdo de DE com JK.
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Esse procedimento esta ilustrado na Figura 3.6:

Figura 3.6 — Constru¢cdo Geométrica do Centro de um Circulo

Fonte: O Autor

O ponto O representa o centro da circunferéncia, permitindo assim a obtencao
da medida do raio r e, consequentemente, a d&rea do campo circular.

Esse método é altamente preciso, pois a medida de um angulo inscrito (Z/EAD
e /JFK) é a metade do angulo central correspondente. Em outras palavras, se o
angulo inscrito é de 90°, o angulo central sera de 180°. Como resultado, as cordas DE
e JK serdo didmetros e o ponto O (a interse¢éo dos dois diametros) serd o centro
desse campo.

Vale ressaltar que ao encontrar o primeiro didametro DE, pode-se determinar o
centro O do circulo, uma vez que o centro de um circulo € o ponto médio do diametro.

Ao analisar o exemplo fornecido por Leon Battista, observa-se que a largura d (ou
didmetro) do campo circular mede 14 passos. A seguir, sdo apresentadas as etapas

sugeridas por ele para calcular a area desse campo circular:

 para encontrar o comprimento C' da circunferéncia, deve-se somar o produto de
d por 3 com 1. Isso resulta em C' = 3d + 1d = 2d = 2 - 14 = 44 passos. Com
isso, pode-se inferir que Alberti esta utilizando a aproximacao % de Arquimedes

para o valor de T;

 para obter o raio r, deve-se dividir a largura d por 2. Portanto, tem-se

d 14 .
r =4 =1 =7passos;

« em seguida, deve-se dividir o comprimento C por 2, o que resulta em %! = 22;
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» a area A desse campo circular é obtida multiplicando esses dois ultimos valores,
ou seja, A = 7-22 = 154 passos quadrados. Como 1 passo equivale a 0,82

metros, entdo A ~ 103,4 m>.

O autor provavelmente empregou o método de Arquimedes para estimar a area
de um circulo. Nesse método, a area do circulo é relacionada a area de um triangulo
retangulo, no qual o raio € o cateto menor e 0 comprimento da circunferéncia € o
cateto maior. Isso leva & area A = .7, que é obtida multiplicando a base pela altura
e dividindo por 2. Ele realizou exatamente essa operacao, dividindo 44 por 2 e depois
multiplicando por 7. Esse calculo é preciso, especialmente ao utilizar = com 31 casas
decimais: A = 7r? = 497 ~ 153, 9380 passos quadrados, um valor proximo de 154.

Ao utilizar 7 =~ 3,14, um valor comumente usado em problemas reais, obtém-se
A = 49.3,14 =~ 153,86 passos quadrados, uma boa aproximacao de 154. Conclui-se
que o método de Alberti é eficiente e pode ser ajustado para atender a necessidades
especificas. Caso seja necessario obter uma precisdo maior, é possivel utilizar um

valor mais detalhado de = com um maior nimero de casas decimais.
3.1.6 Campo que nao seja redondo, mas limitado por varios arcos de circulo

E proposto por Leon Battista que, em campos com arcos de circulo, se proceda
como nos casos anteriores, tracando retangulos e triangulos retangulos. Segue-se o
propdsito em questdo ao obter uma boa area aproximada total do campo. Abaixo esté

a proposta do texto:

Caso o campo nao seja redondo, mas limitado por vérios arcos de circulo,
trace todos os retangulos e todos os tridngulos ali contidos; proceda como
disse anteriormente. Restardo as partes semelhantes & metade de uma lua
(no minimo). Se uma parte compuser um semicirculo perfeito, sabera quanto
iria perfazer o circulo completo mediante o recurso fornecido acima, e levara
em conta sua metade. Para o caso de menos de uma metade de circulo, em
forma de arco, os antigos criaram uma tabela com a qual se medem a corda
e a flecha do meio da corda ao topo do arco, obtendo com essa tabela uma
precisdo bastante boa. Mas isso sao coisas muito complexas, que nao dizem
respeito aos entretenimentos que proponho. Para seus propésitos, basta pe-
gar todos os retangulos e todos os triangulos e transforma-los em tridngulos
retiémgulos como vimos anteriormente (FIGURA 18) (ALBERTI, 2006, p. 52-
53).



64

Figura 3.7 — Figura 18 do Livro Matematica

Fic. 18

Fonte: Livro Matematica Ludica

De acordo com (Alberti, 2006) , os antigos utilizavam uma tabela para calcular de
forma mais precisa a area total de campos delimitados por arcos de circulo e cordas
gue eram menores que a metade de um circulo. Nessa tabela, eram registradas as
medidas da corda (segmento que liga dois pontos pertencentes a circunferéncia) e da
flecha (segmento perpendicular a corda, que conecta o ponto médio desta a extremi-
dade superior do arco). A tabela mencionada por ele poderia ser a “Tabua de Cordas”
de Ptolomeu, a qual € equivalente a uma tabela de senos utilizada atualmente. No
entanto, poderiam existir outras tabelas disponiveis naquela época, levando em con-
sideracao que a tabela de Ptolomeu € a mais abrangente e precisa.

Em seguida, Leon Battista propde um método mais aprofundado para calcular a
area desses campos, tais campos também sao chamados de segmentos circulares.
Ele também menciona uma abordagem apresentada por Columela, um escritor do
Século .

Adiante, o exposto do texto conforme mencionado:

Se no entanto quiser ter algumas indicagdes para compreender o calculo dos
antigos, é preciso dividir a corda em duas partes que serdo multiplicadas uma
pela outra: por exemplo: se a corda mede 4 pés, dird 2 vezes 2 fazem 4, de-
pois pegara a flecha e a multiplicara pelo resto do diametro. Se a flecha mede
1, o resto do diametro € o numero que, multiplicado por 1, vale 4. Teremos
entdo 4, e o0 senhor dira: 1 vezes 4 da 4, e esses dois numeros juntos, isto &,
1 e 4, me fornecem todo o diametro, que da 5. Dividira 5 em dois, restam 2
e 1/2. Divida toda a flecha, ou seja, 1, resta 1 e 1/2. Multiplique esse resto
pela metade da corda, e tera toda a superficie dessa parte, que da 3. Isso no
caso de o arco ser menor que a semicircunferéncia; se for maior, encontrara
a diferenga da seguinte maneira.

Columela apresenta precisamente certas formas de dividir [a area do circulo]
que bastarao para esse propésito. Se a corda do arco mede 16 pés, e a flecha
4 pés, somando-se esses numeros teremos 20. Pegue 4 vezes essa soma, 0
que fara 80. A metade disso é 40, e a metade da corda vale 8; somando se a
metade da corda obteremos entdo 48. Divida a soma em 14 partes; isso dara
aproximadamente 44. E o que vale esse arco. Procedera da mesma forma
para os outros arcos. Estas sdo altas consideragfes, bastante admiraveis
e extraidas de uma grande teoria. Mas como meu propdsito aqui € apenas
apresent)ar coisas agradaveis, ndo insistirei em tais sutilezas (ALBERTI, 2006,
p. 53-54).

Os célculos utilizados por (Alberti, 2006) e Columela eram empregados para

obter valores aproximados da area de segmentos circulares.
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Estudar-se-a4 como proceder para realizar esses calculos utilizando os conheci-
mentos matematicos vistos na Secdo 1. Primeiramente, compreender-se-a como co-
letar as medidas desses campos limitados por arcos circulares. Em seguida, analisar-
se-80 os dois exemplos mencionados no texto.

A partir desse momento, calcular-se-a a area de um campo em formato de um
segmento circular, contudo, as medidas devem ser coletadas manualmente.

Convém considerar um campo no formato de um segmento circular, conforme

mostrado na Figura 3.8 a sequir:

Figura 3.8 — Segmento Circular

D

C
Fonte: O Autor

Com base na Figura 3.8, tem-se as seguintes informacdes:

- AB é 0 arco;

« AB é a corda;

C' é Ponto Médio de AB;

« CD ¢é a flecha. Pode-se utilizar o esquadro de cordas de Leon Battista para

tracar esse segmento.

Dessa forma, sao ilustrados na Figura 3.9 alguns passos para determinar o cen-
tro do circulo e, em seguida, obter as medidas necessdrias para o calculo da area
do setor circular (setor delimitado pelo arco AB e pelos raios que constituem essa

regiao):
* por meio dos pontos C' e D, traga-se uma reta ¢;

+ utiliza-se um Compasso de Cordas de tamanho adequado para fixar o vértice
que forma um angulo de 90° no ponto A ou no ponto B, assegurando que um

dos catetos cruze o ponto D;
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* marca-se o0 ponto E na intersecédo do outro cateto com a reta ¢;

+ marca-se o ponto O como o Ponto Médio de DE.

Figura 3.9 — Segmento Circular contido em um Circulo

Fonte: O Autor

Ao observar a construgéo da Figura 3.9, nota-se que DE representa o diametro
da circunferéncia, uma vez que o angulo ZDAFE = 90° é um angulo inscrito. Logo,
a circunferéncia que contém o segmento circular (Figura 3.8) tem o ponto O como
centro.

Também se pode encontrar o centro O desse circulo, utilizando relagdes métri-
cas no tridngulo retangulo. Com base na Figura 3.9, desconsiderado o compasso de

cordas, tem-se o0s seguintes dados:

 considera-se E como o ponto de intersecao da reta ¢ com o circulo;

+ observa-se que ¢ é mediatriz de AB, o que implica que DE é diametro e, conse-
quentemente, ZACD = 90°;

« determina-se que AB = c, resultando em AC = £ = BC;
« determina-se CD = f e DE = d, o que implica que CE = d — f.

Dessa maneira, considerando as relagdes métricas no triangulo retangulo ADAFE,

tem-se:
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Uma vez que a corda AB e a flecha C'D s&o conhecidas, pode-se determinar o
valor de d, onde r = £.
Ao observar a Figura 3.9, o préximo passo consiste em calcular a area do setor

circular AOB. Abaixo, sdo apresentadas algumas informacgdes relevantes:

- considerando ZAOB = 6, tem-se que ZAOD = £, uma vez que C é o ponto
médio de ABe OA=0B =,

* do triangulo retangulo AACO, pode-se concluir que:

6
sen — =

. (3.2)

N O
S| =

Pode-se usar a Tabela dos Senos para encontrar o angulo g do triangulo AACO,
considerando que § =2 - £.

Com base nisso, € possivel determinar a area do setor circular AOB (denotada
por A,...r) usando duas proporcbées: uma através do angulo 6 e outra por meio do
comprimento do arco AB (denotado por ). Isso ocorre porque a area de um setor cir-
cular é proporcional tanto ao seu angulo quanto ao seu arco. Essa proporcionalidade
€ facilmente observada, pois 0 aumento do angulo ou do arco acarretara no aumento
correspondente da area do setor; da mesma forma, a reducéo do angulo ou do arco
levara a uma diminuigdo proporcional da area do setor.

A seguir, sdo apresentadas as duas formas de calcular a area do setor circular
AOB:

(i) Pelo Angulo Central:

Asetor 9
r2  360° (3:3)
(ii) Pelo Comprimento do Arco:
Asetor C/
7]'7’2 — % (34)

Assim, pode-se calcular a drea do Setor Circular AOB.

Ao utilizar o comprimento do arco, ndo é necessario recorrer a Tabela dos Se-
nos, o que pode ser mais simples dependendo da situagcdo. No entanto, ao medir 0
tamanho de um arco com uma corda, ndo se obtém um resultado tao preciso. Nesse

caso, é mais viavel encontrar o angulo 6 e utilizar a tabela trigonométrica.
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Para calcular a area do segmento circular AOB (denotada por A.gmento), basta
subtrair a area do tridangulo AABO (denotada por Axapo) da area do setor circular.

Ou seja,

Asegmento = Asetor - AAABO- (35)

A area do triangulo AABO pode ser calculada de duas maneiras:

(i) Como ja foi determinado o angulo ¢ usando a Tabela dos Senos e sabe-se que
0 é formado pelos raios que sédo os lados do triangulo AABO, a area desse

triangulo calcula-se da seguinte forma:

rrsen 6 r2sen 6
= Apapo = 5

ApaBo = (36)

em que sen # pode ser encontrado na Tabela dos Senos ou utilizando uma cal-

culador cientifica.

(i) Pode-se observar que o triangulo AABO é isdsceles, em que CO representa a
altura em relagéo a base ¢, sendo CO = r — f.
Dessa forma, a area do triangulo AABO é:

c(r—f)
2

Apapo = = Apapo = g(r — ). (3.7)

Ao substituir as equacgdes 3.6 (ou 3.7) e 3.3 (ou 3.4) na equacgéo 3.5, obtém-se a
area desse campo no formato de um Segmento Circular.

Com base nas notag¢des da Figura 3.9, serdo analisados os exemplos apresen-
tados por Leon Battista no texto.

No primeiro exemplo, sao fornecidos o0s seguintes valores: c = 4 pés e f = 1 pé.

Ao substituir esses valores na equagao 3.1, é obtido:
4 2
(5) =1d-1)=4=d-1=d=5.

O valor obtido por Leon Battista usando seu método é exatamente o mesmo.

Como d =5, entdao r = g Substituindo esse valor na equacgao 3.7, tem-se:
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DN o

4 (5
AAABOI§ (5—1) = Apapo =2~

=3. (3.8)

Isso demonstra que o valor 3 mencionado por Alberti no texto ndo corresponde
ao setor circular AOB, mas sim ao triangulo AABO. Logo, ele nao resolveu com-
pletamente o problema e poderia ter usado a Tabua de Cordas naquela época para
calcular a area desse campo no formato de segmento circular.

No presente caso, sera utilizada a Tabela dos Senos para encontrar a area do
setor circular AOB.

Primeiro, sera determinado o angulo 6 utilizando a equacéo 3.2:

0

4
sen — = — -
2 2

4
3

ol =

Usando a Tabela dos Senos, encontra-se que g ~ 53,167°, 0 que implica em
6 ~ 106, 334°.
Substituindo 6 ~ 106, 334°, 7 &~ 3,1416 e r = 2 na equagdo 3.3, obtém-se:

Autor  106,334°
2 o
Ay

= Asetov' ~ 57 8 (39)
Substituindo as equagdes 3.9 e 3.8 na equacéo 3.5, tem-se:
Asegmento =95,8—3~2,8 péS quadradOS ~ 0,26 m2.

Considerando o exemplo mencionado por Leon Battista, baseado no relato de
Columela, em que se tem ¢ = 16 pés e f = 4 pés, podem-se substituir esses valores

na equacao 3.1 para obter:

16\ 2
(7) :4(d—4) =64 =4d — 16 = d = 20.
Assim, tem-se r = 2 = 10.

Para encontrar o angulo 6, utiliza-se a equagéo 3.2:

Ao procurar o valor 2 na Tabela dos Senos, é encontrado que:
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(NSRS

~ 53,167° = 6 ~ 106, 334°.

Ao substituir os valores 0 ~ 106,334°, 7 ~ 3,1416 e r = 10 na equacéo 3.3,

obtém-se:

Agetor 106, 334°
7102 360°

= Aguror ~ 92,795, (3.10)

Para calcular a area do triangulo ABO, sao substituidos os valores ¢ = 16, r = 10

e f =4 na equacgao 3.7, obtendo:

16
AAABO:?(10_4):>AAABO:48‘ (311)

Em seguida, sao substituidas as equacgdes 3.11 e 3.10 na equagao 3.5, resul-
tando em:
Asegmento = 92, 795 — 48 a2 44,795 pés quadrados ~ 4,16 m”>.

Analisa-se que a precisao do método utilizado por Columela é evidente, uma vez

que o valor obtido € proximo ao valor mencionado no texto, que é 44 pés quadrados.
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3.2 PROBLEMA 2: MEDIR GRANDES DISTANCIAS - MEDIRA A DISTANCIA DE UM
LUGAR LONGINQUO QUE PODEMOS PERCEBER

No problema em questéo, descreve-se uma técnica pela qual o observador con-
segue medir visualmente uma grande distancia em linha reta. Ao falar de distancia,
isso remete ao desafio de medir a largura de um rio. Embora o método mencionado

possa ser aplicado nesse caso, propde-se uma solucéo alternativa para o problema.

Meca qualquer grande distancia da seguinte forma. Digamos que queira me-
dir a distdncia, em linha reta, de seu mosteiro a Bolonha. Dirija- se para
qualquer grande prado de onde possa avistar Bolonha e finque na terra duas
flechas, bem verticalmente como ja disse, mas distantes 1.000 pés, ou mais,
se quiser, contanto que sejam visiveis uma da outra e que Bolonha seja vista
tanto a partir de uma quanto da outra, de modo que todas as trés, isto €, Bolo-
nha e as duas flechas, formem um triangulo bem disposto. Feito isso, comece
por uma das flechas, digamos a mais préxima de Ferrara: posicione-se em
frente a essa flecha, dando as costas para a cidade, e vise a segunda fle-
cha pela primeira, bem préximo. Sobre a reta que sua visada seguir sobre 0
solo, coloque, a uma distancia de 20 pés de sua flecha, um marco, digamos,
uma cereja, se lhe agradar. Depois volte-se na diregdo de Bolonha, vise na
dire¢cdo dessa mesma flecha e coloque ent&do uma rosa, ou o0 que quiser, a
uma distancia de 30 pés sobre a linha que sua visada seguir no solo. Tera
entdo marcado sobre o solo um triangulo do qual um dos angulos dirigido
para Ferrara serd a flecha, um outro, para o mar, uma cereja, e o ultimo, para
Bolonha, uma rosa. Chamemos A essa flecha, B a cereja e C a rosa. Meca
quanto hade Ba A, de Aa C e de C a B, e anote bem essas medidas. Em
seguida, dirija-se a segunda flecha, volte-se para Ferrara e afaste-se 25 pés,
e por essa flecha vise na direcao da primeira e sobre a linha de visada colo-
que uma cereja a uma distancia dessa segunda flecha igual a distancia de B
a A. Volte-se para Bolonha e coloque no chdo uma rosa a mesma distancia
da cereja que C esta distante de B, e a mesma distancia da flecha que C esta
distante de A no primeiro tridngulo, e estique um fio dessa flecha até a rosa.
Feito isso, volte para la onde havia colocado a cereja, vise Bolonha na diregao
dessa cereja, marque bem onde a visada corta, no chao, o fio colocado e es-
ticado entre a flecha e a rosa, e coloque ali uma vareta. Tera marcado ai um
outro tridngulo, cuja flecha sera o primeiro vértice (que chamaremos de D), a
cereja o segundo (E) e a vareta o terceiro (F). E para me fazer melhor enten-
der, ei)s um desenho que mostra tudo isso (FIGURA 27) (ALBERTI, 2006, p.
66-67).

Figura 3.10 — Figura 27 do Livro Matematica Ludica

BOLOGNA

Fic. 27

Fonte: Livro Matematica Ludica
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Digo que convém considerar que o senhor tem aqui trés triangulos, um dos
quais € ABC, o segundo DEF, o terceiro aquele cujos vértices sdo Bolonha,
a flecha A e a cereja E. Mega quantas vezes a reta EF contém a reta ED em
seu pequeno triangulo: toda a reta desde E até Bolonha conterd o mesmo
ndmero de vezes EA em seu grande triangulo. Para melhor expressar-me, eis
0 exemplo de tudo isso com numeros. Seja DE igual a 10 pés e EF igual a
40 pés. Digo que como 10 cabe 4 vezes em 40, do mesmo modo a reta ou
0 espaco EA cabera 4 vezes na reta ou na distancia entre E e Bolonha; e se
ED cabe 30 vezes EF, de onde o senhor esta até Bolonha havera 30 vezes o
que ha de A até E (ALBERTI, 2006, p. 68).

No texto, Leon Battista fornece um exemplo de como calcular a distancia entre
um local especifico, seu mosteiro, e Bolonha, uma cidade italiana. Durante o processo,
ele menciona a cidade de Ferrara, localizada ao nordeste de Bolonha, o que permite
a criagao de pontos de referéncia para entender cada etapa do procedimento.

A seguir esta a representacao dos passos na Figura 3.11.

Figura 3.11 — Representacdo Geométrica do Procedimento 3.2

(o}

G E D

Fonte: O Autor

A Figura 3.11 apresenta as seguintes informagées:

o ponto O representa Bolonha;

o ponto A representa a primeira flecha;

0 ponto B representa a primeira cereja posicionada;
» 0 ponto C representa a primeira rosa posicionada;
» 0 ponto D representa a segunda flecha;

* 0 ponto G representa a posicao do observador ao visualizar a segunda flecha a

partir da primeira flecha;
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* 0 ponto E representa a ultima cereja colocada entre o observador e a segunda

flecha;
* 0 ponto R representa a segunda rosa;

* € 0 ponto F' representa a vareta.

Nota-se que neste método é construido o tridngulo DER, o qual é congruente
ao triangulo ABC. Isso ocorre devido as medidas dos segmentos: DE = AB = 20
pés, DR = AC = 30 pés e ER = BC. A seguir, sera explicado passo a passo como
realizar essa construcao, incluindo a posicao do ponto R.

Com base na Figura 3.11, s&o fornecidos os seguintes dados relevantes para a

resolucao do problema.
« AB = DE e pertencem ao segmento AG;
+ 0 ponto F é a interse¢do de DR com EO;
« e como DR||AO, entdo DF||AO;

Com base nisso, deduz-se que Z/OAF = /FDE e ZAOFE = /DFE. Portanto,
pelo caso AA de Semelhanca de Triangulos, é estabelecido que AAOE ~ ADFE.

Assim, é possivel estabelecer a seguinte proporgao:

_AE-EF
DE EF " DE

|
I
|
4
S

, (3.12)

emque AE, DE e EF sdo medidas conhecidas. No contexto do problema, temos que
DE = AB = 20 pés, AE = 1000 e EF pode ser medida. Portanto, determina-se OF,
que representa a distancia do observador até a cidade de Bolonha.

Vale ressaltar a importancia de encontrar um terreno plano entre o observador e
o local desejado para o célculo da distancia, pois isso proporcionara maior precisao.

A seguir, sera explicado como encontrar o ponto R para posicionar a segunda

rosa. Isso pode ser feito observando que RD = CA e RE = CB, o que torna o
tridngulo DE R congruente ao triangulo ABC.

Para realizar essa atividade, é necessario utilizar um compasso. No entanto, em
areas extensas, € possivel substituir o compasso por uma corda e seguir 0s passos a

seguir:
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» sdo dados dois nés em uma corda, mantendo uma distancia AB entre eles.

* um no é fixado no ponto D, e com a corda esticada, traca-se um arco no solo

usando o outro né. Esse arco deve estar voltado em direcao a Bolonha.

» sdo dados dois n6s em uma segunda corda, mantendo uma distancia BC' entre

eles.

* um dos nés da segunda corda € fixado no ponto £, e com a corda esticada,
traca-se um arco no solo usando o outro n6. Esse arco deve estar voltado em

direcdo a Bolonha.

e o ponto R é marcado na interse¢ao dos dois arcos tragados.

A representacao desse procedimento pode ser observada na Figura 3.12:

Figura 3.12 — Construgdo geométrica de um triangulo
congruente a um tridngulo dado.

o

Fonte: O Autor

Considerando as informacdes mencionadas anteriormente e a Figura 3.12, séo

obtidos os seguintes elementos:
» Os pontos P e @ representam os nds utilizados para tracar os arcos;
« DQ = AC;
« EP = BC.

Como o ponto R pertence tanto ao arco de raio DQ quanto ao arco de raio EP,

conclui-se que DR = DQ = AC e FR = EP = BC. Dessa forma, pode-se concluir

que os triangulos DER e ABC s&o congruentes.
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Ao analisar o exemplo apresentado por Leon Battista, tem-se os seguintes dados

disponiveis.
« DE =10 pés;
« EF = 40 pés;

« AE = 1000 pés, conforme sugerido por (Alberti, 2006) no inicio do texto.
Ao substituir os valores na equagao 3.12, obtém-se:

—— 1000 - 40

Assim sendo, findamos que OF = 4000 pés, o que corresponde a OF = 1219, 2
metros.

Desse modo, chega-se a conclusdo de um método eficiente, desde que se siga
cuidadosamente cada etapa para evitar erros que possam afetar o resultado final.

O uso desses problemas histéricos de (Alberti, 2006) , estudados na Secao 2 e
Secao 3, na Educacéao Basica beneficia os estudantes tanto no aprendizado quanto
na motivacao para cada conteudo abordado. Ao se resgatarem esses problemas e
aplica-los como ferramentas de ensino, € possivel proporcionar um aprendizado mais
significativo e envolvente para os alunos. Além disso, ao enfrentarem desafios histé-
ricos, os estudantes sdo estimulados a explorar e compreender melhor os conteludos
especificos que estao sendo estudados, o que contribui para um melhor aproveita-
mento da matéria.

De acordo com (Mendes e Farias, 2014) :

[...] faz se necessério que o professor lance continuamente em sala de aula
uma pratica desafiadora, na qual seus estudantes se aventurem na busca de
sustentagdo ou revalidacéo de verdades estabelecidas ao longo da pesquisa
histérica, tendo em vista 0 aumento de seu dominio educativo em matema-
tica [...] defendo a tese de que uma abordagem didatica investigatoria nas
aulas de matematica, apoiada nas informacgdes histéricas, pode contribuir na
concretizacdo de um ensino e aprendizagem da matematica com significado
[...] (MENDES; FARIAS, 2015, p. 121).
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4 UMA APLICACAO

Com o intuito de aplicar-se os conhecimentos apresentados ao longo do trabalho,
utilizou-se o Problema 3 da Sec¢ao 2 como exercicio pratico.

Sendo assim, desenvolveu-se uma aplicagdo em conjunto com uma turma do 2°
ano do Ensino Médio da Escola de Referéncia em Ensino Médio José Caldas Caval-
canti, localizada em Cabrobé — PE.

(Lima, 2007) discute a importancia de estabelecer conexdes entre conceitos
matematicos e situagdes praticas, bem como com problemas do mundo real, conforme
indicado:

A Matematica é indispensavel por tudo isso e, mais particularmente, porque
serve ao homem. Porque tem aplica¢cdes. Porque permite responder, de
modo claro, preciso e indiscutivel, perguntas que, sem o auxilio dela, conti-
nuariam sendo perguntas ou se transformariam em palpites, opinides ou con-
jecturas.

As aplicagdes sdo a parte ancilar da Matematica. Sdo a conexao entre a abs-
tracao e a realidade. Para um grande nimero de alunos, sdo o lado mais
atraente das aulas, o despertador que os acorda, o estimulo que os incita a
pensar (LIMA, 2007, p. 184).

O conteudo de Semelhancga de Triangulos que se utilizou como aplicacao nesse
problema, apresenta-se no Ensino Fundamental, mas tal aplicacao pode desenvolver-
se no Ensino Médio como parte do desenvolvimento de algum projeto escolar.

A turma possui 45 alunos e dividiu-se em cinco grupos de aproximadamente nove
alunos cada. Em seguida, apresentou-se uma abordagem do conteudo relacionado
ao problema, conforme descrito na Sec¢ao 1 deste material didatico.

O conteudo discutido tratou dos Casos de Semelhanga de Tridngulos. Apds a
explicacao desse conteudo, foi apresentado aos alunos o Problema 3 da Sec¢éo 2, que
consistiu em calcular a altura de uma torre ou objeto com dimensdes semelhantes,
quando apenas o topo € visivel.

A fim de facilitar a compreensao do processo de solu¢ao do problema proposto,
os alunos participaram ativamente ao desenhar na lousa a Figura 2.8, que ilustrou
geometricamente a situagdo em questéo.

Com base na representacédo geométrica do problema, os alunos participaram ati-
vamente discutindo de forma detalhada quais as medidas necessarias para solucionar
o problema proposto. Eles foram orientados a identificar quais pontos deveriam obter
por conta propria € a forma correta de coleta-las. Essa discussao foi instruida pelo

texto do livro de (Alberti, 2006) e pelas orientacdes do material didatico construido,
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garantindo assim uma precisao do resultado final.

Foram propostos valores ficticios para as medidas necessarias €, em conjunto
com os alunos, efetuou-se um exercicio pratico utilizando um dos casos de Seme-
lhanga de Tridngulos para determinar a altura da torre. Na Figura 4.1, € apresentado

um dos calculos efetuados pelas equipes:

Figura 4.1 — Calculo realizado com dados ficticios

1 MEDIR A ALTURA DE UMA TORRE DA QUAL SO SE
CONSEGUE AVISTAR O TOPO

Geowetricamente, esse problema pode ser representado pela figura abaixo:

vBD=0% g ® 2510 @kt
1 oT s =1
“26=0,6 oix=13HD 1% = e
“EB ;4,% WD =0M6%X HG=0%2X
e ‘FET-&/
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X 96=0,053X
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K =1 132, pitiom
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Fonte: Acervo Pessoal

No segundo momento da atividade, dirigiu-se para uma area aberta da escola
onde era possivel visualizar trés torres telefénicas. Com o auxilio das equipes, efetuaram-
se as medi¢des necessarias para calcular a altura da Torre 1. Logo mais, cada equipe
optou entre a Torre 2 ou a Torre 3 e coletaram as medidas de forma separada.

As figuras 4.2, 4.3 e 4.4 apresentam algumas imagens registradas durante a

coleta de dados:



Figura 4.2 — Visualizagao das trés torres telefonicas

Sy

Fonte: Acervo Pessoal

Figura 4.3 — Equipes realizando coleta de medidas

Fonte: Acervo Pessoal
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Figura 4.4 — Equipes realizando coleta de medidas

Fonte: Acervo Pessoal

No terceiro momento, retornou-se a sala de aula com todas as medidas coletadas
das torres. Com a ajuda das equipes, na lousa, utilizaram-se os dados da primeira
torre para calcular sua altura. Posteriormente, cada equipe trabalhou separadamente
para calcular a altura da segunda e terceira torre, discutindo entre si. Na Figura 4.5, é

apresentado um dos célculos executados pelas equipes utilizando dados reais:

Figura 4.5 — Célculo realizado com dados reais

1 MEDIR A ALTURA DE UMA TORRE DA QUAL SO SE
CONSEGUE AVISTAR O TOPO

G i
cometricamente, esse problema pode ser representado pela figura abaixo:
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4.1 RESULTADOS E DISCUSSAO

ApGs os calculos realizados pelas equipes para determinarem as alturas das
torres, procedeu-se com a aplicacdo de um questionario a cada aluno presente. O
objetivo desse questionario foi coletar suas opinides sobre o problema estudado, con-
siderando a realizagdo dos calculos com dados ficticios em sala de aula e os dados
coletados durante a atividade pratica em campo.

O questionario constou de 10 perguntas e foi respondido por 39 alunos presentes

nesse dia. A seguir, sdo apresentadas as anadlises graficas de cada pergunta.

Figura 4.6 — Gréfico 1: Resultados da Pergunta 1

1. Qual das duas aplicagbes do trabalho vocé considerou mais util
para a sua aprendizagem?

" 0% u 3%

M Trabalho aplicado em sala de aula
M Aula de campo
M Ambas foram igualmente Uteis

® Nenhuma delas foi util

Fonte: O Autor
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Figura 4.7 — Gréfico 2: Resultados da Pergunta 2

2. Qual foi a sua impressao geral em relagdo ao problema com
medidas ficticias aplicadas em sala de aula?

M Interessante, mas ndo muito pratico.

B Uma forma criativa de ensinar
matematica.

1 Poderia ser melhorado para ter mais
intimidade pratica.

M Foi uma atividade desafiadora e
envolvente.

Fonte: O Autor

Ao analisar os resultados das duas primeiras perguntas, pode-se concluir que a
utilizacao de dados ficticios, desde que relacionados a problemas da vida real, € uma
maneira eficaz de atrair os alunos para um melhor entendimento do conteddo. Além
disso, na Pergunta 1, fica evidente que ambas as abordagens atraem o aluno para

uma assimilacdo mais aprofundada do conteudo.

Figura 4.8 — Gréfico 3: Resultados da Pergunta 3

3. Qual foi a sua impressao geral sobre aula de campo com a coleta de
dados reais?

0 2%

M A coleta de dados reais foi uma oportunidade valiosa

m 3%
‘ para aprender sobre o assunto em questdo.

B A experiéncia de campo ofereceu uma perspectiva
Unica que ndo poderia ser vivida em um ambiente
de sala de aula.

m A aula de campo ndo acrescentou muito ao
aprendizado em comparagdo com a sala de aula
tradicional.

M Foi dificil manter o foco na coleta de dados devido
as distragGes do ambiente externo.

Fonte: O Autor
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Figura 4.9 — Gréfico 4: Resultados da Pergunta 4

4. Vocé pensou que a coleta de dados reais na aula de campo era uma
boa forma de aplicar o contelido de matematica?

= 0%

M Sim, a coleta de dados reais tornou o aprendizado
de matematica mais pratico e significativo.

B N3o, a coleta de dados reais na aula de campo ndo
foi uma boa forma de aplicar o contetido de
matematica.

™ Foi uma abordagem interessante, mas ndao muito util

para aplicar conceitos matematicos.

H Depende do tipo de dados coletados e do contetdo
de matematica ensinado.

Fonte: O Autor

Figura 4.10 — Grafico 5: Resultados da Pergunta 5

5. Vocé acha que uma aula de campo ajudou a melhorar sua
compreensdo do conteudo?

M Sim, a aula de campo ajudou muito a melhorar
minha compreensdo do conteudo.

M N3o, a aula de campo ndo ajudou a melhorar minha
compreensdo do conteldo.

A aula de campo foi Gtil, mas nado fez muita
diferenga na minha compreensdo do contetdo.

B Depende do contetido e da qualidade da aula de
campo.

Fonte: O Autor

Analisando os gréaficos das Perguntas 3, 4 e 5, conclui-se que a aula de campo
€ uma excelente alternativa para aplicar conteldos matematicos. Essa abordagem
proporciona aos alunos uma perspectiva unica, oferecendo uma oportunidade valiosa
de aprendizado e tornando o estudo da matematica mais pratico e significativo. Nesse
contexto, (D’Ambrésio, 1986) destaca a importancia fundamental da capacidade de

modelar situacoes reais, representando o verdadeiro espirito da matematica.



Figura 4.11 — Grafico 6: Resultados da Pergunta 6

6. Vocé considera importante que haja atividades praticas, como aula de
campo, para complementar o ensino em sala de aula?

5 0%
u 0%

m Sim, muito importante.

M Sim, mas nem sempre é necessario.

 N3o considero importante.

H N3o sei dizer.

Fonte: O Autor

Figura 4.12 — Grafico 7: Resultados da Pergunta 7

7. Vocé se sentiu mais motivado a aprender sobre o tema facilmente na
aula de campo do que no trabalho aplicado em sala de aula?

W 2% _ ™ 3%

M Sim, muito mais motivado.

B Sim, um pouco mais motivado.

= N3o sinto diferenga de motivagao.

® N3o sei dizer.

Fonte: O Autor
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Figura 4.13 — Grafico 8: Resultados da Pergunta 8

8. Vocé acredita que a aula de campo ajudou a tornar o contetlido de
matematica mais relevante para a vida cotidiana?

2%
| =o%

m Sim, muito importante.

B Sim, um pouco importante.

N3o considero importante.

m N3o sei dizer.

Fonte: O Autor

Com base nos dados das Perguntas 6, 7 e 8, conclui-se que a aula de campo é
uma excelente abordagem para transmitir conteidos de matematica, pois possibilita
a aplicagao pratica desses conceitos e ressalta a importancia da matematica no coti-
diano. Essa abordagem atrativa estimula o interesse dos alunos e facilita 0 processo
de aprendizado. Esses resultados corroboram com a visao apresentada por (Skovs-
mose, 2000) sobre o uso de aplicagées como forma eficaz de envolver os estudantes
em acéao e reflexao.

No entanto, é importante observar que nas Perguntas 6, 7 e 8, foram registradas
parcelas consideraveis de 15%, 26% e 31%, respectivamente, dos alunos que demons-
traram um interesse menor pela aula de campo. Essa reduzida preferéncia pode ser
justificada pelo fato de que, na Pergunta 1, 51% dos alunos afirmaram que ambas as
abordagens (sala de aula e aula de campo) sao importantes.

Para esses alunos, se o problema representar uma situacao real, a aula ja é
considerada relevante para estabelecer a conexao entre a matematica e a realidade,
possibilitando ao aluno buscar solugdes no seu dia a dia. Conforme mencionado por
(Mendes e Farias, 2014) , € necessario que o professor introduza constantemente em
sala de aula uma pratica desafiadora, incentivando os alunos a buscar sustentacéo ou
revalidacdo de verdades ja estabelecidas ao longo da historia, 0 que aprimora o seu

dominio educativo em matematica.
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Figura 4.14 — Grafico 9: Resultados da Pergunta 9

9. Qual é a principal vantagem de usar medidas reais em uma aula de
campo para aplicar o problema?

" 0%
|
" 13% .‘

H 33%

B Maior conexdo com a realidade.

B Melhora da compreensdo do problema.

1 Possibilidade de aplicar conceitos na pratica.

H Desenvolvimento de habilidades praticas de
medigdo.

m N3o sei dizer.

Fonte: O Autor

A Pergunta 9 foi feita aos alunos para que expressassem sua opiniao sobre a prin-
cipal vantagem de usar medidas reais em um problema durante uma aula de campo. A
maioria dos alunos enfatizaram que a principal vantagem é estabelecer uma conexao
mais forte com a realidade e uma melhor compreenséo do problema. Essa resposta

ressalta a importancia de incorporar aulas desse tipo no dia a dia dos alunos.

Figura 4.15 — Grafico 10: Resultados da Pergunta 10

10. Vocé gostaria de ter mais aulas de matematica com a coleta de
dados reais em campo?

m 3%

M Sim, gostaria de ter mais aulas de matemdtica com
coleta de dados reais em campo.

M N3o, ndo gostaria de ter mais aulas de matematica
com coleta de dados reais em campo.

1 Depende do assunto em questdo e da qualidade da
aula de campo.

M Talvez, mas ndo com muita frequéncia.

Fonte: O Autor

Como ultima questao, na Pergunta 10, verificou-se que 82% dos alunos mani-
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festaram o desejo de ter mais aulas de matematica com a utilizacao de dados reais.
Esse resultado ressalta a importancia de desenvolver aulas praticas eficientes, que in-
tegrem teoria e aplicagéo, e enfatizam a relevancia dos conteudos matematicos para
a vida dos estudantes. De acordo com (Lima, 2007) , é crucial que o professor se
preocupe em encontrar aplicacdes interessantes para a matematica que esta sendo
ensinada.

Contudo, constatou-se que 15% dos alunos opinaram que essa preferéncia de-
pende do assunto abordado e da qualidade da aula de campo. Embora essa porcen-
tagem represente uma minoria, é essencial garantir a criacdo de aulas que atendam
as expectativas e necessidades dos estudantes, proporcionando uma experiéncia en-
riquecedora e significativa, possibilitando uma troca de conhecimento. De acordo com
(Navarro e Sousa, 2021) , na atividade ludica, a experiéncia vivida proporciona ao
aluno a oportunidade de explorar ciclos de significado, redefinicdo e compreenséo, o
gue resulta em uma maior apropriacao do conteudo abordado. Ao vivenciar o aprendi-
zado de maneira prazerosa, diferente da abordagem automatica, pré-definida e finali-
zada, o aluno se engaja de forma mais significativa com o conteudo. Isso permite que

o conhecimento seja internalizado de maneira mais profunda e duradoura.
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CONCLUSAO

Na Secdo 1 do trabalho, sdo abordados os contelidos de Medidas, Areas e Se-
melhanca. Nessa abordagem, sao apresentados conceitos e demonstracées dos prin-
cipais teoremas e propriedades. A analise dos problemas nas Secdes 2 e 3 é uma
aplicacao direta da teoria discutida na Se¢ao 1. Essa abordagem possibilita que o pro-
fessor conduza aulas praticas com problemas do mundo real, tornando o aprendizado
mais envolvente e dindmico, de uma maneira distinta do entretenimento comumente
relacionado a jogos e brincadeiras.

Foram incluidas demonstracdes no trabalho com o objetivo de enfatizar a impor-
tancia desse material didatico como apoio para os professores da Educacao Basica,
uma vez que o pensamento dedutivo é relevante para os alunos, sendo introduzido
nos anos finais do Ensino Fundamental e aprofundado no Ensino Médio. Além disso,
esse material pode ser um complemento aos livros didaticos disponiveis nas escolas,
proporcionando ao professor a oportunidade de apresentar esses topicos de maneiras
diversas.

De acordo com (Lima, 2007) , o aluno nos anos finais do Ensino Fundamental
demonstra uma maturidade que Ihe permite compreender a necessidade de justifi-
car logicamente diversos fatos matematicos simples, especialmente os relacionados a
geometria. Essa préatica nao apenas o prepara para estudos futuros na area da Mate-
matica, mas também desempenha um papel significativo em sua formacao intelectual
e até mesmo na promoc¢ao de sua cidadania. Ao adquirir nogdes fundamentais de
raciocinio, o jovem adquire as ferramentas necessarias para aplicar de maneira mais
eficaz seu senso critico e capacidade de discernimento.

Dando continuidade as definicbes e demonstracdes, tem-se a aplicagdo dos pro-
cedimentos de (Alberti, 2006) . Foi realizada um estudo de alguns desses problemas,
oferecendo ao professor a oportunidade de aplica-los junto com os alunos em diferen-
tes casos, como medir a altura de uma torre de sinal de celular ou a largura de um
quarteirdo, calcular a largura de um campo de futebol ou a area do terreno de uma
futura casa, entre outros exemplos.

Essa abordagem torna a aula atrativa, com o objetivo de ajudar os alunos a assi-
milarem esses conteddos. De acordo com (Lima, 2007) , “O professor deve considerar

como parte integrante e essencial de sua tarefa o desafio, a preocupacéo de encontrar
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aplicacOes interessantes para a matematica que esta apresentando. [...]". As diver-
sas possibilidades citadas anteriormente representam somente uma fracdo das varias
aplicacGes significativas possiveis, associadas aos problemas investigados ao longo
deste estudo.

No contexto do trabalho desenvolvido, cujo enfoque € a criacdo de material dida-
tico para professores da Educacao Basica, realizou-se a aplicacdo do Problema 3 da
Secao 1. Inicialmente, efetuou-se essa aplicagdo em sala de aula, utilizando dados fic-
ticios com o propésito de demonstracao e compreensao do conteudo. Posteriormente,
levou-se essa aplicagdo para uma aula de campo, onde foram coletados dados reais
para enriquecer a experiéncia com os alunos envolvidos. Essa abordagem pratica per-
mitiu maior imersao no tema, tornando o aprendizado mais significativo. Além disso,
buscou-se avaliar a eficacia do trabalho aplicado, tanto em sala de aula quanto na
aula de campo, por meio de um questionario direcionado aos alunos. O objetivo era
coletar opinides e feedbacks sobre a vivéncia, identificando aspectos positivos, areas
a serem aprimoradas e a relevancia do conteudo para a aprendizagem.

Nos resultados, evidenciou-se que ao abordar problemas conectados direta-
mente a vivéncia diaria dos estudantes, juntamente com a oportunidade de coletar
dados durante uma aula de campo, nao apenas estimulou um interesse mais pro-
fundo pelo conteudo em questao, mas também promoveu um engajamento mais ativo
por parte dos alunos. Além disso, os resultados sublinham a importancia da con-
textualizacdo, demonstrando que mesmo com dados ficticios, quando incorporados a
situacoes reais, é possivel despertar a curiosidade e a motivacao dos alunos, como
claramente observado nos desdobramentos da aplicacao.

As aulas de campo desenvolvem habilidades praticas como observacao, coleta
e andlise de dados, resolucao de problemas reais e trabalho em equipe, preparando
os alunos para o mundo profissional. Além do aprendizado académico, promovem o
crescimento pessoal, aumentando a confianga, iniciativa e adaptabilidade dos alunos,
enriguecendo o curriculo e capacitando-os para futuros desafios.

Ao realizar aulas de campo, ha evidentes beneficios educacionais, mas também
desafios a serem considerados. Aspectos logisticos e financeiros, como transporte e
autorizacgdes, precisam ser enfrentados. A integracdo dessas aulas ao curriculo re-

quer equilibrio, pois demandam mais tempo. Variaveis imprevisiveis, como condi¢cdes
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climéticas, podem afetar o planejamento. O envolvimento dos alunos e a coleta de
dados reais apresentam desafios adicionais devido a problemas técnicos. Apesar da
imersdo pratica das aulas de campo, é essencial ndo subestimar a base teodrica. A
limitacdo no acesso a locais apropriados também pode ser um obstaculo. Portanto,
para aplicar algum dos problemas desse material, € necessario superar esses desa-
fios, demandando planejamento cuidadoso e estratégias bem definidas para garantir
uma experiéncia educacional enriquecedora.

Cabe mencionar que o problema foi aplicado a uma amostra limitada de alunos.
No entanto, considera-se que, nas futuras aplicacdes, os professores poderao obter
resultados mais abrangentes, identificando pontos positivos e realizando ajustes nas
partes que possam nao ter um bom aproveitamento pelos alunos.

E importante ressaltar a importancia dessa obra histérica para a matematica,
tanto na parte teérica como na parte histérica e cultural, provocando o aluno a ter
curiosidade sobre a aplicacao desses problemas naquela época e relacionando-os
com os dias atuais. Percebe-se a relevancia da matematica para a nossa vida atual e
para aqueles que viveram séculos atras.

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (Brasil,
2000) , é evidenciado que habilidades como buscar informacdes de forma indepen-
dente, demonstrar responsabilidade, confiar em seu pensamento, embasar ideias e ar-
gumentos sdo cruciais para a aprendizagem do aluno, bem como para sua capacidade
de comunicacao, compreensao do valor cultural da Matematica como instrumento de
interpretacéo da realidade e preparo para a entrada no mundo do conhecimento e do
trabalho.

Relacionando cultura, contexto historico e o meio em que o aluno vive, muitas
possibilidades e novas ideias aparecerao para o aluno aplicar cada procedimento es-
tudado e quem sabe abrir novos caminhos, novos sonhos, novas possibilidades de
estudos e ainda o mais importante, torna-lo independente diante do desenvolvimento
de cada técnica.

Com isso, almeja-se que esse estudo realizado, aliada a proposta de aplicacao,
cumpra seus objetivos ao fornecer aos professores da Educacédo Basica um material
de apoio para as aulas de matematica.

Vale ressaltar que as abordagens desenvolvidas neste estudo nao constituem
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um resultado final e definitivo, mas sim como um processo em constante progresso.
As concepcoes sao flexiveis de acordo com a realidade dos envolvidos no contexto
educacional.

Além disso, os problemas selecionados do livro de (Alberti, 2006) para investi-
gacao nesta pesquisa se revelam fontes inspiradoras, com potencial para serem abor-
dados de novas maneiras. Ao explorar essa obra historica, abre-se a possibilidade de
selecionar novos problemas para futuros estudos, estimulando, assim, o surgimento

de outras propostas para trabalhos posteriores.
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